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CONSIDERACAO DE EFEITOS TERMICOS EM SOLIDOS BIDIMENSIONAIS NAO
LINEARES

Marcos Daian Figueiredo da Silva Saraiva

Orientador: Prof. Dr. Daniel Nelson Maciel

RESUMO

Neste trabalho, aborda-se o estudo do comportamento termomecéanico de solidos
bidimensionais, levando em consideracdo os efeitos das nao linearidades fisica e
geométrica. Os efeitos térmicos sdo considerados mediante formulacao
fundamentada na primeira e segunda leis da termodindmica e energia livre de
Helmholtz, necessérios para analise do comportamento termoelastico e termoplastico
na resposta dinamica estrutural. O Método dos Elementos Finitos Posicional é
empregado como formulacdo ndo linear geométrica, onde adota-se as posicdes
nodais como incAgnitas ao invés dos deslocamentos. Com relacdo a resposta
dindmica, séo feitas comparacdes utilizando-se de diversos algoritmos de integracdo
temporal. Estuda-se também, a resposta termomecanica em problemas de impacto
contra anteparo rigido através da condicdo de penetracdo nula. O desenvolvimento
das rotinas computacionais para os diversos problemas propostos geram resultados
numeéricos que sao confrontados com aqueles obtidos na literatura especializada,

evidenciando a precisado da formula¢do aqui proposta.

PALAVRAS-CHAVE:

Método dos Elementos Finitos Posicional, Acoplamento Termomecéanico, Soélidos
Bidimensionais, Nao Linearidade Geométrica.



CONSIDERATION OF THERMAL EFFECTS IN NONLINEAR BIDIMENSIONAL
SOLIDS

Marcos Daian Figueiredo da Silva Saraiva

Advisor: Prof. Dr. Daniel Nelson Maciel

ABSTRACT

This paper aims to study the thermomechanical behavior in bidimensional solids,
taking into account the physical and geometric nonlinear effects. To consider the
thermal effects, a formulation based on the first and second laws of thermodynamic
and the Helmholtz free-energy is presented here. It is essential to analyze the
thermoelastic and thermoplastic behavior in dynamic structural response. The Finite
Element Method based on nodal positions, instead nodal displacements, is employed
as geometric nonlinear formulation. For dynamic problems, a temporal discretization
by several temporal integration algorithms conduces to the equation of motion solution.
In addition, this formulation can be extended to impact problems. Therefore, the
development of computational routines for the proposed formulation induces numerical

results are compared with examples from the specialized literature.

KEYWORDS:

Positional Finite Element Method, thermomechanical behavior, bidimensional solids.
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CAPITULO 1

Introducao

Hoje em dia, a facilidade e praticidade oferecidas pela programacao
proporcionaram o uso de formula¢gdes numeéricas na resolugdo dos mais variados
sistemas estruturais. Dentre os métodos numéricos, pode-se destacar o Método dos
Elementos Finitos (MEF) por ser amplamente utilizado devido a sua facil manipulacéo
e sua rapida convergéncia de resultados. Porém, os desafios continuam no sentido
de se estudar formulacdes que levem em conta fendmenos tais como grandes
deslocamentos e efeitos térmicos com a finalidade de obtencdo de respostas

mecanicas mais fidedignas ao comportamento real das estruturas.

Neste trabalho, utiliza-se o0 Método dos Elementos Finitos Posicional, proposto
por Coda (2003), o qual se difere do convencional por apresentar formulacéo baseada

nas posi¢des nodais, e ndo nos seus deslocamentos.

Para estruturas que apresentam pequenas deformacgdes e deslocamentos em
face do carregamento externo, a analise linear apresenta resposta bastante
satisfatoria. Entretanto, o equacionamento em problemas lineares ndo sao adequados
gquando estruturas estdo sob grandes mudancas na sua geometria,
consequentemente ha perda de linearidade nas relacdes deslocamento e deformacao,

caracterizando, portanto, a néo linearidade geométrica.

A nédo linearidade geométrica ocorre quando os deslocamentos ou
deformacbes sdo suficientemente grandes para que as equacdes de equilibrio do
sistema sejam reformuladas para a condicdo deformada da estrutura, ndo sendo
vélido o principio da superposi¢do dos efeitos nesta condicdo. Como alternativa a
resolucdo de problemas cuja ndo linearidade geométrica € considerada, adota-se,

neste trabalho, o modelo numérico de convergéncia de Newton-Haphson.

A nédo linearidade geométrica se manifesta com pequenas deformacdes ou

grandes deformacdes. Neste caso correspondente a grandes deformacdes, a néo



linearidade fisica, referente ao comportamento elastico ndo linear ou inelastico do

material constituinte da estrutura, também se manifesta.

Como alternativa de consideracao dos efeitos da néo linearidade fisica, busca-
se considerar modelos elastoplasticos que descrevam, de forma aproximada, o real
comportamento do material. De forma generalizada, sdo adotadas superficies de

plastificacdo, as quais determinam o dominio elastico do solido.

Os efeitos termomecanicos num sistema estrutural sdo relevantes no estudo
do comportamento mecanico de um corpo solido, uma vez que podem provocar a
redistribuicdo significativa dos esforcos internos da estrutura. Desta forma, torna-se
indispensavel analisar a resposta estrutural de corpos submetidos a carregamentos

térmicos e mecéanicos de forma acoplada.

A partir dos estudos produzidos por Duhamel (1837) e Neumann (1885),
verificou-se que modelos constitutivos nao representavam com exatiddao o
comportamento termomecanico do materiais, havendo, portanto, necessidade de

melhoramento de tais modelos.

Nesse cenario, Biot (1956) propds a combinacao da teoria da elasticidade e da
conducéo de calor, o que ficou conhecida por teoria da termoelasticidade acoplada.
Mais tarde, Lord & Shulman (1967) Sherief (1980), Dhaliwal & Sherief (1980)
minimizaram as inconsisténcias existentes nesse modelo, generalizando-a. Ademais,
com o intuito de considerar a parcela do trabalho plastico convertida em calor,
variaveis termodinamicas adicionais foram acopladas na teoria da termoelasticidade,

0 que deu origem a termoplasticidade.

Associados a problemas dinamicos, diversos procedimentos vém sendo
aperfeicoados com o passar do tempo, dentre eles, modelos de integracao temporal,
cada qual com caracteristicas proprias de robustez, precisdo e estabilidade. Neste
contexto, a implementacdo de variados métodos de integragdo temporal tende a

mostrar aqueles que mais bem se associam aos problemas empregados.

A consideracdo de impacto esta conectada as mudancas na configuracdo da
estrutura relacionada. No entanto, a identificacdo do inicio do contato é um dos
maiores empecilhos na formulacdo numérica para este tipo de problema (GRECO,
2004).



Para tanto, conforme Greco (2004), a consideracdo do impacto pode ser
tomada de maneira simplista, considerando-se a area de influéncia do elemento alvo.
Nos casos mais complexos, a formulacdo se fundamenta no balanco das forcas de
superficie na regido de contato. Contudo, a consideracdo do contato neste trabalho

fard uso de modelo extremamente simples, baseado na condi¢gdo de penetracdo nula.

A partir do exposto, o trabalho consiste no estudo do comportamento
termomecanico de solidos bidimensionais, levando em consideracdo os efeitos das
ndo linearidades fisica e geométrica, mediante formulagdo fundamentada no MEF
posicional para chapas, dando continuidade aos trabalhos de Cavalcante (2016), no
gual avaliou-se a influéncia da temperatura em problemas envolvendo trelicas, e Silva
(2017), em gue a andlise termomecanica ocorreu em estruturas de porticos com

cinemaética de Reissner.

Assim, partindo de codigo computacional ja existente, desenvolvido por
Marques (2006), implementam-se formulacdes para modelos elastoplasticos,
termoelasticidade, termoplasticidade, bem como para problemas de impacto, de modo

a avaliar estruturas bidimensionais nao lineares.
1.1. JUSTIFICATIVA

Todo projeto estrutural tem, por objetivo, garantir que a estrutura seja capaz de
suportar as acdes de solicitacdo, assim como apresentar boas condicbes de

utilizagdo, num determinado horizonte de tempo.

Dessa forma, com estruturas cada vez mais esbeltas e utilizando-se dos mais
diversos materiais, exige-se uma abordagem nao linear de maneira a obter resultados
condizentes com a realidade. Aliado a isso, o comportamento termomecéanico da
estrutura pode influenciar tais resultados, posto que as tensdes de origem térmica
podem modificar a distribuicdo dos esforcos internos (CARRAZEDO, 2009). Portanto,
a realizacdo de pesquisas que investiguem tal comportamento torna-se cada vez mais

indispensavel.

Seguindo os trabalhos de Cavalcante (2016), Cavalcante et al. (2017) e Silva
(2017), que avaliaram o comportamento termomecanico em estruturas lineares, os
estudos em sdlidos bidimensionais podem contribuir ainda mais para essa area de

estudo.



Neste contexto, a investigacao de sélidos bidimensionais associados as nao
linearidades fisica e geométrica, considerando o acoplamento termomecénico, podera
contribuir a literatura no ambito estrutural, pois, desta forma, € possivel simular mais
precisamente seu comportamento, além de representar condicbes auténticas

relacionadas a temperatura.

1.2.OBJETIVOS DA PESQUISA
1.2.1. Objetivo geral

Este trabalho visa ao desenvolvimento de um codigo computacional baseado
no Método dos Elementos Finitos Posicional, considerando os efeitos oriundos das
nao linearidades fisica e geométrica em problemas termomecéanicos. Além disso, sao
implementados diversos modelos de integracdo temporal, implicitos e explicitos, com
a finalidade de avaliacdo da performance mediante aplicagbes numéricas.

1.2.2. Objetivos especificos

Tendo posse de codigo computacional pré-existente para analise estatica ou
dindmica de sélidos bidimensionais considerando nao linearidade geométrica, em

linguagem Fortran, busca-se:

o Implementar rotinas computacionais associadas a néo linearidade fisica,
assim como a analise termomecanica, considerando critérios de
escoamento que consideram os efeitos de encruamento isotrépico;

o Desenvolver formulagdo para acoplamento termodinamico,
considerando as Primeira e Segunda leis da Termodinamica, assim
como a Energia livre de Helmholtz;

o Discretizar algoritmos para problemas de impacto;

o Implementar diversos métodos de integracéo temporal.

Aléem disso, a comparacdo de resultados obtidos pelas formulagbes

empregadas com exemplos extraidos da literatura é determinada por meio de:

o Problemas puramente térmicos;
o Problemas elastoplasticos estaticos;
o Problemas de impacto unidirecional;

o Problemas de impacto com acoplamento termomecanico.
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Também € realizado estudo comparativo dos resultados obtidos mediante
andlise puramente mecénica, com sua correspondente analise termomecanica,
avaliando, deste modo, os efeitos térmicos em estruturas em que ha predominancia

de esforcos de flexdo e cisalhamento.

Por ultimo, os algoritmos de integracdo temporal implementados no cédigo

computacional sdo avaliados por meio de variadas aplicacdes numéricas.
1.3.METODOLOGIA

A formulacdo posicional desenvolvida difere-se do MEF convencional, dado
gue adota suas coordenadas como parametro nodal. Para tal, no sentido da
consideracdo dos efeitos da nado linearidade geométrica, emprega-se 0 método

iterativo de Newton-Raphson através da expansao de Taylor.

A modelagem apresentada neste trabalho considera o elemento finito triangular
com aproximacdao cubica de dez nds, conforme exposto por Marques (2006), na qual
se pretende considerar as nao-linearidades fisicas e geométricas, bem como a
consideracdo dos efeitos termomecanicos, dando continuidade aos trabalhos de
Cavalcante (2016), Cavalcante et al. (2017) e Silva (2017).

Para a solucdo dos problemas dinamicos serdo empregados seis modelos de
integracdo temporal, dentre os quais, Newmark, Houbolt, Wilson-8, Diferengas
Centrais, Souza & Moura (1997) e Chung & Lee (1994).

Em problemas de impacto com anteparo rigido, sera abordada uma técnica que
consiste em limitar as posi¢cdes dos nds que sofrem impacto através da condicao de

penetracdo nula, conforme Greco (2004), Marques (2006) e Maciel (2008).

Nesse contexto, a solugcédo do problema ocorre através do desenvolvimento e
implementacéo de rotinas computacionais na linguagem Fortran, em um coédigo para

analise de solidos bidimensionais ja existente.



CAPITULO 2

Modelos elastoplasticos

2.1.CONCEITOS E CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

De acordo com a teoria da elasticidade, a relacdo tensdo deformagdo de um
material € tomada como linear. Entretanto, essa caracteristica ndo é valida para todos

0S materiais.

Descrever e equacionar o real comportamento elastoplastico de um material é
de extrema dificuldade, o que torna necessario ado¢do de modelos simplificados que

retratam o mais proximo possivel o comportamento da estrutura.

Neste contexto, entre os anos de 1864 e 1872, Henri Tresca iniciou 0 campo
de estudos da plasticidade, avaliando o comportamento de metais submetidos a
grandes tensdes e verificando que, apds uma tensao critica, 0 comportamento plastico
€ observado (CHEN & HAN, 1988). Inspirado nesses resultados, Saint Venant
formalizou as equacdes fundamentais da plasticidade, baseadas nas hipéteses de que
o material permanece com volume constante durante a deformacdo plastica, a direcéo
das deformacdes principais coincide com a direcdo das tensdes principais, e, por
altimo, a maxima tensédo de cisalhamento em cada ponto é igual a uma constante
especifica (RUBERT, 1993).

Em 1879, Bauschinger produziu um extensbmetro que admitia medir
alongamentos de materiais ensaiados com precisdo da ordem de 107%, o que se
considera como um grande avanco para o estudo da resisténcia dos materiais. Com
este instrumento, a tensao de proporcionalidade de um determinado material péde ser
estimada, e ainda, quando superado esse limite, surgiam deformacdes permanentes

e mudancas em tais limites de proporcionalidade (RUBERT, 1993).

Quando materiais submetidos ao regime plastico sdo carregados axialmente
em uma direcdo, e apoOs descarregados, e entdo recarregados, porém com

carregamento oposto, pode ocorrer uma queda de tensdo quando comparada aquela



correspondente ao carregamento inicial, caracterizando o efeito de Bauschinger (YAN,
1998).

As deformacOes elasticas e plasticas estdo associadas aos movimentos
atomicos provocados pela aplicagcdo de carregamento, no ambito microestrutural.
Quando em regime eléstico, a movimentacdo dos &tomos é dita reversivel, implicando
na recuperacao da forma atbmica inicial, apos retirada de carregamento. Por outro
lado, a deformacéo plastica ocorre devido ao seu movimento irreversivel. Relativo ao
comportamento plastico com encruamento, a movimentagdo dos atomos é restrita,
provocada pela existéncia de defeitos, acarretando num ganho de densidade de

atomos.

Sob a perspectiva macroestrutural, o comportamento plastico é observavel pela
ocorréncia de deformacdes permanentes, provocadas por ciclos de carregamentos e
descarregamentos. (SCHIMDT, 2006).

A teoria da plasticidade busca descrever matematicamente as deformacdes
irreversiveis imediatas, partindo, por um lado, de modelos uniaxiais, dentre os quais,
0S mais comumente empregados sdo o0os modelos elastoplastico com e sem
encruamento positivo (MUNAIAR NETO, 1998). Por outro lado, em andlise multiaxial,
o dominio elastico é determinado por critérios de escoamento, 0s quais dao origem as
superficies de plastificacdo que delimitam uma regido dentro da qual ha somente
deformacdes elasticas (OLIVEIRA, 2016).

Neste cenario, com o0 objetivo de representar matematicamente o
comportamento plastico de soélidos isotropicos sem variacdo volumétrica e com limite
de escoamento independente de pressdes hidrostaticas, € apresentado o critério de
escoamento de von Mises, considerando-se os efeitos de encruamento isotropico,
baseado nos trabalhos de Chen & Han (1988), Simo & Hughes (1998), Souza Neto et
al. (2008) e Freitas (2010).

2.1.1. Comportamento elastoplastico bidimensional

O modelo empregado para analise elastoplastica bidimensional com
encruamento isotrépico linear considera o escoamento plastico como um processo
irreversivel e caracterizado pelo tensor de deformacao ¢, pelo tensor de deformacéo

plastica ¢, e pela variavel interna de encruamento a.



Pode-se admitir a decomposi¢cao do tensor taxa de deformacgéao total em duas
parcelas oriundas da elasticidade e da plasticidade do material:

&j = &5+ & (3.1)

Em termos de taxa, a relacdo constitutiva pode ser expressa como:

. _ . _ . P
6ij = Cijrié = Cijri(rr — i) (2.2)
Em que o corresponde ao tensor de tensdes e C ao tensor constitutivo linear

de quarta ordem, que € dado por:

2Gv
Cijra = m6ij6kl + G(6i 6 + 6 6jx) (2.3)

Sendo §;; o delta de Kronecker.

E importante definir alguns parametros, tais quais, x corresponde ao modulo
volumétrico, A e u as constantes de Lamé, as quais podem ser expressas em funcao

do mdédulo de elasticidade e do coeficiente de poisson do material:

_E
- 3(1-2v)
Ev

1=
1+v)(1-2v)

_E

C2(1+v)

2.1.2. Modelo elastoplastico de von Mises com encruamento positivo

K

(2.4)

U

O critério proposto por von Mises em 1913 estabelece que a plastificacdo tem
inicio quando a energia de distorcdo elastica atinge valor critico por unidade de

volume.

Desta forma, a condicdo de escoamento de von Mises para o modelo

elastoplastico com encruamento isotropico linear é dada por:

flog) =3, —(0+q) <0 (2.5)
Em que J, corresponde ao segundo invariante do tensor deviatérico de tensdes

s, podendo ser expresso na forma:

1
Jo =3 lsIP (2.6)



O tensor deviatérico de tensdes possui um traco nulo e pode ser expresso de
acordo com a expressao 2.7:

tr[o]

: (2.7)

S=0—

Sendo I o tensor identidade de segunda ordem e @I a parcela hidrostatica do

tensor de tensoes.

Na equacdo 2.8, g corresponde a uma variavel que considera o efeito do

encruamento na formulagéo e pode ser expressa como:

q=Ha (2.8)
Em que H' é o mdodulo plastico de encruamento isotrépico e a é a variavel

interna de encruamento isotrépico relacionado a evolucédo da deformacéao plastica.

A equacdo de evolucdo para g, definida como lei do encruamento, é

determinada conforme equagéo 2.9:
qg=-vh (2.9)
Onde h = H’Z—g, considerando-se a associatividade no encruamento. Desta

forma, obtem-se:

. Iaf ! !
qg=—-YH 9 —yH'(—1) =yH (2.10)

De maneira analoga, a lei de evolugéo para a é dada por:

g af
= -y 3 =y (2.11)

A taxa de deformacéo plastica pode ser descrita na forma:

eb = = = B 3 _ 3 _
Va - J||a||2 — Ytro 2IIsII A (2.12)

Em que n corresponde a norma que da a dire¢cdo do escoamento plastico e N

é denominado tensor de escoamento, dado por:

3 3
j; Is] \E " (213)
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Considerando o fato de que para o modelo de von Mises N € um tensor

deviatorico, tem-se (Souza Neto et al., 2008):

C:N = 2uN (2.14)

Atribuindo a equacéo 2.13, tem-se que:

N:C:N = 3y (2.15)
O modelo de von Mises com encruamento isotrépico é obtido considerando-se
que a variavel interna de encruamento isotropico (a) corresponde a deformacao

plastica acumulada (£P):

a = &P (2.16)

Em termos de taxa, a deformacdo plastica acumulada pode ser descrita

. 2
& = \/;”g‘p” =y (2.17)

O parametro y € uma funcdo nao-negativa, denominada parametro de

conforme equacéo 2.17:

consisténcia, que obedece as condi¢cdes de complementaridade de Kuhn-Tucker

(condicdes de carga-descarga):

Yy =0; f(0,9) <0; yf(o,9) =0 (2.18)
Além disso, o critério de escoamento deve satisfazer a condicdo de

consisténcia:

vf(o,q) =0 (2.19)
Sendo f a taxa da funcdo de escoamento.

Quando o a funcéo f (o, q) assume valores negativos, a estrutura apresenta o
comportamento elastico linear, e, de modo a garantir a validade das condi¢cGes de
complementaridade, o parametro y assume valor igual a zero. Na situacdo em que a
estrutura atinge a plasticidade, a funcéo f(o,q) assume valor nulo ao passo que y

admite valor positivo.

Com base nisso, é possivel determinar a expressao que determina o valor de y
guando maior que zero, aplicando-se a regra da cadeia na funcdo que caracteriza a

condicao de escoamento f (o, q), conforme equacao 2.20:
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._of _ of .
—%.O'-F% q (220)
Substituindo as expressoées 2.2, 2.10 e 2.12 em 2.20, obtém-se:
. _of . af of ., 9f
=—:C:é—y|=—:C: —H -—| < .
f aaCs yaaCN+6qH aq_O (2.21)

Para que a condicdo de consisténcia seja admitida, f = 0. Deste modo, 0

parametro de consisténcia pode ser dado como:

%:C:é
Yy = (2.22)
Of rn 1 0f ) Of

Simplificando a equacdo 2.22, considerando-se a normalidade e
associatividade, tem-se:
N C:¢
" N:C:N+H'
Substituindo as equacgfes 2.14 e 2.15 em 2.23, o parametro de consisténcia

1 (2.23)

assume a forma de:

%N: g
y="—mp (2.24)

1+3;

A taxa de deformacéo plastica pode ser descrita em termos de deformacéo total

substituindo a equagéo 2.24 em 2.12, obtendo a equagao 2.25:

IN:e (n®n): €
PRAN n n). &
=3 —N= — (2.25)
14+ 1440
3u 3u

Aplicando-se a equacdo 2.25 em 2.2, pode-se determinar a nova face da

gp

equacdo constitutiva para o modelo elastoplastico com encruamento positivo,

conforme expresséao 2.26:

. n®n):€ (n®n)
O'ij:C: S—ﬁ =C: Il—ﬁ & (226)
3u 3u

Dessa forma, o operador tangente elastoplastico, para y > 0, é determinado

pela expressao:
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(n®n)
HI
1+3;

Assim, a expressdo generalizada para o operador tangente elastoplastico é

Cop = C: |11 - (2.27)

tomada como:

J C, sey=0

= n n

Cep IC: II—L‘)H,) , sey>0 (2.28)
\ 13

O operador tangente elastoplastico apresenta simetria, uma vez que se
considera a aplicacéo da regra de associatividade no encruamento.

2.1.3. Algoritmo para implementacdo do modelo elastoplastico

O algoritmo para analise néo linear incremental-iterativa proposto por Souza
Neto et al. (2008) é considerado neste trabalho, no qual emprega-se o procedimento
em passo finito para verificacdo do modelo constitutivo na sua formula incremental

implicita que conduz ao algoritmo de retorno englobando a analise néo linear fisica.

O algoritmo caracteriza-se por duas etapas. A primeira tem carater de

verificacdo, a partir da consideracéo de que a deformacéo total Ae,, é conhecida.

A deformacéo plastica assume valor do passo anterior, assim como a variavel

interna de encruamento isotrépico:

eh [t = ¢f (2.29)
In1° = (2.30)

Deste ponto, determina-se as componentes de tensdo deviatérica e tensao
volumétrica teste para o passo (n+ 1), representadas respectivamente pelas

expressoes 2.31 e 2.32:

test
Staity = 2ueg ° (2.31)
pE) = kel (2.32)

Sendo u e k, respectivamente, os modulos de cisalhamento e volumétrico. Os
subscritos v e d na deformacéo elastica teste denotam as componentes volumétrica

e deviatorica, dadas respectivamente por:
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eteste __ eteste
Epprg = tr(e®nis (2.33)
eteste _ 8eteste _1 etestel (2 34)
dn+1 — © ntl 3 “Vn+1 :

Desta forma, verifica-se o critério de plastificacdo. Para o caso em que a fungéo
assume valor menor que zero, o regime plastico ndo é atingido, e, portanto, 0 passo
esta no regime elastico. Entretanto, ndo havendo essa verificacdo, a segunda etapa,
correspondente a correcdo do algoritmo € implantada através do modelo implicito
iterativo de Newton-Haphson, buscando a convergéncia do critério de plastificacao
conforme demostrado no quadro 2.1, que em resumo, apresenta o esquema de
verificagdo em passos finitos para o modelo elastoplastico com encruamento pelo

critério de von Mises.

Vale salientar que o modelo com encruamento pode simular o modelo

elastoplastico perfeito ao se considerar H' = 0.

A regra aqui observada € valida para o estado plano de deformacdes, desde

gue a deformacao que ocorre fora do plano seja considerada nula.

O quadro 2.1 simplifica o procedimento iterativo correspondente a analise ndo

linear fisica empregada nesse trabalho.
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Quadro 2.1 - Algoritmo para andlise ndo linear incremental-iterativa para o modelo elastoplastico de

von Mises com encruamento isotrépico.

A. Inicializagdes: {Ag,; €f; an}
B. Calcula do estado teste (predidor elastico):

e teste _ e
En+1 =&t Agn

p teste _ p
n+1 — °“n

teste __
py1 = An

eteste _ eteste

Evpe1 tr(ens1
eteste __ teste 1 eteste

£ = — = I

dn+1 n+1 3 “Vn+1

gteste — o eteste

(n+1) dn+1

teste eteste

Pn+1) = Kévpyg
teste __ test test
O(ni1) = Snan) T P!

C. Teste do critério de plastificacao:

t t _ teste
Se fieste = [3, sieste — (o) + H'5H) < 0,

Entdo, comportamento elastico da estrutura:
O conjunto (Ynsny = (V)
Cop=C
Senéo, comportamento plastico da estrutura (ir para D).
D. Mapeamento de retorno (estado de correcao):

Enquanto f,,,,; > 0, faca:

teste

1
AYpy1 = Ay + ﬁ
tislte
n
Apt+1 = Ap + m

n+1 = rff-slte — Ayn+1(Bu+ H)
E. Correcao das variaveis:

teste
3 s
p _ P (n+1)
€1 = En + A]/n+1 E”Stesw ”
(n+1)

3ul¥ni1 teste teste

O(n+1) = /1 ————— |Sm+D) T Pn+1)
\ )

I
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Ens1 = Z \/3]— Sn+1) + 3 Evpnyt
2 Steste
(n+1)

F. Célculo do operador tangente elastoplastico:

1 1 3ulyniq gteste 1 e testeI

3ul 1 A 1
Cop=2u| 1- SRV (11 —2I® 1) + 6> Vi1 - (1 @ Npyr)
3], teste 3 3, e HTH
2 S(n+1) 2 S(n+1)
+x(I®I)
teste
(n+1)

Emquen,,, = ” toste ”

(n+1)

Fonte: Souza Neto et al. (2008)

Com relacéo ao estado plano de tensdes, busca-se a convergéncia associada

a tensao que ocorre fora do plano no sentido de torna-la nula, através de processo

iterativo, conforme quadro 2.2.

A relacéo constitutiva, para o estado plano de tensdes, assume a seguinte forma:

ep €p ep ep e teste
Cii Gz Gz Cig|f e

011
ep ep ep ep e teste
022 _ G G Gz G| 22 (2.35)
- test .
G O e 4
033 ep ep ep ep e teste
C41 C42 C43 C44 €33
Ou de forma simplificada:
o’ D D € teste
n+1] 11 12| | €n+1 (2.36)
033 D,; D,, e teste .

Para a obtencédo do operador tangente elastoplastico correspondente ao estado

plano de tensfes, deve-se, inicialmente, determinar g;; = 0. Dessa forma, de acordo
com a expressao 2.36, obtém-se:

033 = D455 + Dye§® = 0 (237)

Dessa forma,

e teste _ —1 D, g€ teste 2 38
€33 =5 UV21&n+1 (2.38)
22

Portanto,
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Ont1 1
ger;este = CBE;T =Dy; — D_D12D21 (2.39)
n+1 22

Relativo ao estado plano de tensdes, quadro 2.2 simplifica o procedimento

iterativo correspondente a analise ndo linear fisica empregada nesse trabalho.

Quadro 2.2 - Algoritmo para analise nédo linear incremental-iterativa para o Estado Plano de Tensdes

A. Inicializages: {Ag,; €f; an}
B. Calcula do estado teste (predidor elastico):

e teste
€33

=53

C. Aplica-se o algoritimo observado no quadro 2.1

D. Analise de convergéncia:

Se g33 # 0, entdo (ndo caracteriza o estado plano de tenséo)

ce teste — ce teste _ 033
33 — €33 D
22

Em que D,, € a componente (4,4) do operador tangente elastoplastico de dimensbes
4x4.

E. Determinacdo do operador tangente elastoplastico:

1
CEJT =D — _D D12D;4
22

Fonte: Souza Neto et al. (2008)
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CAPITULO 3

Modelos termomecanicos

3.1.CONCEITOS E CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

A termomecanica estuda a influéncia do estado térmico de um sélido em seu
comportamento mecanico, de mesmo modo que a influéncia da deformacéo nas

mudancas de temperatura da estrutura.

Sherief et al. (2004) relata que os primeiros estudos relacionados a
termomecanica foram propostos por Duhamel (1837) e Neumann (1885), introduzindo
a Teoria da Termoelasticidade desacoplada, em que a variacdo de temperatura gera
uma resposta mecanica direta no préprio corpo. No entanto, dois defeitos foram
apontados nesta teoria. O primeiro relata o fato de o estado mecanico de um corpo
elastico nao sofrer nenhum efeito da temperatura estar em desacordo com resultados
experimentais. Ja o segundo se refere a equacao de calor apresentada na teoria, cuja
forma parabdlica indica que a velocidade de propagacéo da temperatura € infinita no

corpo, contradizendo, novamente, as observacdes fisicas (SHERIEF et al., 2004).

Por um lado, tendo em vista a falha concernente a reciprocidade dos efeitos
apresentada na teoria da proposta por Duhamel, aliada a estudos experimentais, Biot
(1956) propos um equacionamento baseado na combinacao da teoria da elasticidade
e da conducédo de calor, dando origem a teoria da termoelasticidade acoplada,
considerando a deformacéo associada ao fluxo de entropia de um determinado corpo.
Por outro lado, a inconsisténcia referente a velocidade de propagacao infinita de

temperatura também faz parte dessa teoria.

Como forma de resolver o problema da velocidade infinita, diversas teorias
buscaram substituir a Lei de conducao de calor de Fourier pela teoria generalizada da
termoelasticidade com relaxamento do tempo para corpos isotropicos, relatada
primeiramente por Lord e Shulman (1967) e mais tarde aprimorada por Sherief (1980)
e Dhaliwal e Sherief (1980), incluindo os casos anisotropicos. Para essa nova teoria,
a equacdo de conducdo de calor apresenta uma forma hiperbdlica, eliminando o
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paradoxo da velocidade infinita de propagacdo da temperatura (SHERIEF et al.,
2004).

Uma segunda teoria foi desenvolvida por Green & Lindsay (1972) em que dois
parametros de relaxamento de tempo séo inseridos nas equagfes constitutivas.
Posteriormente, Green & Naghdi (1995) propuseram trés novas teorias associadas
termoelasticidade generalizada, baseadas no balanco geral de entropia. Na primeira,
a equacdao de conducéao de calor, se linearizada, obtém-se a equacao de conducao
de calor de Fourier. A segunda teoria ndo permite a dissipagao de energia, enquanto

que a terceira permite tal condicéo.

Contudo, mesmo havendo a consideracdo da dissipacdo de energia, as
diversas teorias da termoelasticidade ndo conseguem descrever fielmente o
comportamento termomecanico para corpos elastoplasticos. Neste contexto, o0s
primeiros trabalhos relativos a termoplasticidade dentro da estrutura da termodinamica
podem ser encontrados em Dillon (1963) e Perzyna & Sawzcuk (1973) (HAKANSSON
et al, 2005).

Na sequéncia, serdo abordados conceitos e formulacées da termodinamica,
para entdo apresentar as teorias da termoelasticidade e termoplasticidade com mais
detalhes. A formulacdo observada a seguir pode ser encontrada em Parkus (1976),
Lewis et al. (2004), Carrazedo (2009), Cavalcante (2016) e Silva (2017).

3.2. TERMODINAMICA

A termodinamica estuda a interacdo entre o calor e outras formas de energia
num determinado sistema, isto é, a interacdo entre os fendmenos caléricos e

mecanicos.
3.2.1. Lei zero da termodinamica

A lei zero da termodinamica diz que quando dois corpos estdo em equilibrio
térmico com um terceiro, os dois primeiros estdo em equilibrio ente si, ou seja, se dois

corpos estdo em equilibrio térmico, eles tendem a permanecer em equilibrio.

3.2.2. Primeira lei da termodinamica
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Também conhecida como lei da conservagcédo de energia, ela afirma que a
energia de um sistema ndo pode ser criada ou consumida, apenas transferida ou

armazenada no meio em que esta situada.

O calor recebido por um sistema é dado pela soma entre a variacao da energia
interna do sistema e o trabalho efetuado por ele.

AQ = AU + W (3.1)
Em que AU se refere a variacdo de energia, AQ é a variacdo de calor e W

corresponde & variacao de trabalho mecanico.

Ou seja, se houver algum acréscimo de energia, uma alteracdo ocorrera no

sistema até que ele retome o equilibrio.

Porém, de acordo com essa lei, pelo principio de conservacdo de energia, 0
calor pode fluir de um corpo mais frio para um mais quente sem que o sistema seja
alterado, o que néo é possivel. Dessa forma, para a determinacéo da direcdo do fluxo

de energia de um sistema, foi elaborada a segunda lei da termodinamica.
3.2.3. Segunda lei da termodinamica

A segunda lei da termodinamica diz que n&o pode haver fluxo de calor de um
corpo com temperatura mais baixa para outro com temperatura mais elevada de forma
espontanea. Para que isso ocorra, € necessario haver trabalho realizado sobre o

sistema por algum agente externo. Trata-se do enunciado de Clausius.

A desigualdade apresentada em 3.2 diz que para gerar trabalho, é preciso
haver uma diferenca de temperatura entre dois corpos ou que um agente externo
forneca energia em forma de calor que ira fluir do corpo com mais calor para o com

menos calor.

J Sdmzj —dm—f AL (3.2)
m m T a T

Em que S é a taxa de mudanca da entropia; q; é a taxa de transferéncia de
calor; n; € a normal a superficie considerada; R € a geracéo de calor interna; e T € a

temperatura absoluta.
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Na inequacédo apresentada em 3.2, observa-se que para um sistema fechado,
a entropia se mantera constante desde que nao haja dissipacédo de energia caldrica,

caso contrario, ela sofrerda aumento.
3.3.LElI DE FOURIER

A conducao térmica € uma das formas de transferéncia de calor num
determinado sistema, em que a transmisséo de energia se da por meio da interacédo

entre suas particulas.

A lei de Fourier, definida na equacéao 3.3, afirma que o fluxo de calor devido a
conducéo térmica é proporcional a magnitude do gradiente de temperatura e o sinal
negativo diz respeito a transferéncia de energia positiva ocorrer em direcdo da

diminuicdo da temperatura.

a0
q= _kAa (3.3)

Sendo k o coeficiente de condutividade térmica do material; A a area da secéo

transversal do elemento linear; e 8 a variacdo de temperatura.

Normalmente, o coeficiente de condutividade térmica k € considerado
constante e independente da temperatura, entretanto, essa aproximacao sé € valida
para 0s casos em que o célculo é realizado para pequenas taxas de variacao de
temperatura, ainda dependendo do tipo de material (CARRAZEDO, 2009).

3.4. TEORIA DA TERMOELASTICIDADE DESACOPLADA

Nesta teoria, introduzida por Duhamel (1837), os diferenciais de temperatura
geram esforgos internos (SILVA, 2017).

Nesse contexto, ao aplicar-se uma variacdo de temperatura 8 num corpo com
temperatura inicial 8,, seu volume sofrera variagdo de forma proporcional ao seu
coeficiente de expansao térmica. A partir do momento em que este corpo é sujeito a
uma tensdo em uma direcdo qualquer, uma deformacdo ocorrera na mesma direcéo
da aplicacdo tensdo enquanto que contracbes ocorrerdo nas direcdes

perpendiculares.
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Dessa forma, de acordo com a Lei de Hooke e levando em consideracao a
deformacdo volumétrica isotropica devido a variacdo de temperatura, a relacdo
tensdo-deformacéo é dada pela expressao:

&j = %(UU- — ;/Tvakk&j) + abé;; (3.4)

Na qual G corresponde ao modulo de elasticidade transversal; v € o coeficiente
de Poisson; e §ij se refere ao delta de Kronecker, definido como 1 quando i =j e O

quando i #j.
A relacao inversa da equacédo 3.4 € dada por:

v 1+v
m&kk&'j —mae&j) (35)

Em que g, € referente ao traco do tensor de deformacoes.

o—ij =2G (Sij +

Tomando-se g;; como o tensor de tensdes, F; as forcas de corpo e ¥; como a

aceleracdo, a equacéo de equilibrio dinamico local dada por:

Substituindo a equacédo 3.5 em 3.6, tem-se a equacédo de equilibrio escrita na
forma:
v 1+v .
2G (Eij + mekkaij - ma9511>'] + Fi — pPX; = 0 (37)

3.5.TEORIA CLASSICA DA TERMOELASTICIDADE ACOPLADA

As equacbes da teoria classica da termoelasticidade descrevem o
comportamento elastico e térmico de meios elasticos e condutores de calor e, em
particular, as acdes reciprocas entre tensdes elasticas e diferencas de temperatura
(KHALIFA et al., 2004).

Com o intuito de minimizar as inconsisténcias observadas na teoria da
termoelasticidade desacoplada, Biot (1956) considera a influéncia da mudanca de

forma de um corpo na temperatura.

Devido ao fato de haver grandes dificuldades na resolugdo analitica para
problemas termoelasticos acoplados, modelos numéricos sdo comumente

empregados na resolugao dos mais diversos problemas.
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Em casos mais recentes, uma formulagdo baseada em MEF para
amortecimento termoelastico foi apresentada por Serra & Bonaldi (2008). Carrazedo
(2009) analisou o impacto entre estruturas levando em consideracao efeitos térmicos.
Xia et al. (2014) desenvolveu seu trabalho objetivando a obtencdo da resposta
dindmica termoelastica bidimensional para um corpo submetido a uma fonte de calor,
sendo um corpo isotropico e homogéneo. Cavalcante (2016) avaliou o
comportamento termomecanico de trelicas ndo lineares. Da mesma forma, Silva
(2017) estudou o comportamento termomecanico em poérticos através de uma

formulac@o baseada no método dos elementos finitos posicional.

Nos itens a seguir serdo descritas a formulacdo e conceitos da teoria da

termoelasticidade acoplada com base nas leis da termodinamica.
3.5.1. Primeira lei da termodinamica

A primeira lei da termodinamica estabelece que num ciclo qualquer, a integral
ciclica do calor (Q) tem proporcionalidade com a integral ciclica do trabalho (W). Dessa

forma, tem-se:

fao - §aw @s)
Reescrevendo a equacao para se obter uma forma mais adequada para a lei
da conservacéao de energia em termos do fluxo de calor, obtém-se:

. du 1d(mv?®) d(mgz) .
_du 1 3.9
TR e e e 4 (3.9)

Na qual Q é o fluxo de calor; m é a massa do sistema; v é a velocidade; g é a

aceleracdo da gravidade; e z é a altura em relacdo ao referencial do sistema.

A energia interna do sistema é representada pela primeira parcela da equacao
3.9. Ja a segunda parcela se refere a energia cinética, e, por ultimo, a terceira parcela

diz respeito a energia potencial gravitacional.

O fluxo total de calor em um sistema é definido como a soma do fluxo de calor
gue entra ou sai pela superficie com o calor gerado internamente, como mostrado em
3.10.



23

yg QdA = —yg qn;dA +f Rdm (3.10)
A 2 m

Em que R é o calor gerado; g; é o fluxo de calor pela superficie do corpo; e n;

€ um vetor unitario normal a superficie.

Manipulando-se adequadamente as equacfes 3.9 e 3.10, obtém-se a
consideracao da energia potencial como parte das forcas externas apresentada em
3.11.

4 A L dam= ~§am, (3.11)
udm + XX, dm = Rdm qin;dA + WdA
de ), dt J),, 2 m ] "

Em virtude da considera¢do do peso proprio nas equacdes das forcas de corpo
a taxa de trabalho é definida por:

f WdA = f Fi%, dm + ff fi%,dA (3.12)
A m
A

Dessa forma, empregando 3.12 em 3.11, obtém-se a expressédo 3.13, que

determina a lei de conservacao de energia em sistemas termoelasticos.

d d (1. . : :
—f udm + —f =X X, dm = f Rdm — jg q;n;dA +f Fix, dm + jg fix,dA  (3.13)
de J,, dt ), 2 " J " )

Em que os primeiros termos do lado da igualdade representam a energia
interna do sistema e a energia cinética, respectivamente. Do outro lado, as parcelas
se referem, na sequéncia, as fontes de calor internas, fluxo de calor pela superficie do

corpo, e a taxa de trabalho das forgas externas.
3.5.2. Equacéo diferencial de conducéao de calor

Levando-se em consideragdo apenas a variacao calorica do sistema, a lei da

conservacao de energia obtida em 3.1, pode ser reescrita na forma:

AU = AQ (3.14)
Para o volume arbitrario V de um sistema no qual ndo ha troca de massa, a

variacdo de energia é dada por:

du
AU = —dV 3.15
|, o (3.15)
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Em que p corresponde a densidade do material; u, a energia interna; e t, ao

tempo.

O calor especifico pode ser entendido como a quantidade de calor necesséria
para elevar a temperatura de um corpo em um grau. E determinado pela variagéo da

energia interna em relagcédo a temperatura:

du

= 3.16

Substituindo 3.16 em 3.15, obtém-se a expressao:

dudT dr
AU = ——dV = —dv 3.17
fvpdet fvpcedt (317)
A variagcao de calor AQ € obtida por:
AQ = —36 qin;dA + f pRAV (3.18)
v

A

Na qual pR € a taxa de calor no dominio; g é o fluxo de calor pela superficie do

corpo; e n € um vetor unitario normal a superficie.

A primeira parcela da equacao de variacao de calor se refere ao fluxo de calor
que entra ou sai da superficie do corpo, e a segunda, ao calor gerado internamente
ao corpo.

A partir da lei de Fourier e do teorema de Gauss, o fluxo de calor na superficie

do corpo pode ser reescrito do seguinte modo:

—7( qingdA = f KV2TV (3.19)
|4
A

Relacionando as expressoes 3.14, 3.15, 3.18 e 3.19 e aplicando o teorema da
conservacao de massa, obtém-se a equacdo de conducdo de calor transiente,

expressa em 3.20.
dT
J (pce— — kV2T — pR)dV =0 (3.20)
v dt
Para um volume arbitrario considerado, a mesma equacgéo pode ser dada por:

dT
pee—- kV?T — pR =0 (3.21)
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3.5.3. Principio da taxa de trabalho

O principio da taxa de trabalho afirma que a taxa de mudanca de energia
cinética equivale a taxa de trabalho de todas as focas externas e internas, conforme
3.22:

d 1
dat J,, 2 m .
A
Em que ¢, € o tensor de taxa de deformacédo; e o;; € o tensor de tensdes.

Aplicando a equagéo 3.22 em 3.13, bem como o teorema de Gauss e o teorema

da conservacdo de massa, obtém-se:

14 14 14
3.5.4. Segunda Lei da termodinamica

Aplicando-se o teorema de conservacdo de massa assim como teorema de

Gauss, a expressao resulta em:

> — J— —_ . 4
f SpdV_f pdV f ( )'dV (3.24)

Sendo denominada de inequacao de Clausius.

Derivando-se a ultima parcela de 3.24 em rela¢cdo a posicao, para um volume

arbitrario, a expressao resulta em:

Por meio da correlacdo das equacdes 3.25 e 3.23, a expressao conhecida
como inequacéao de Clausius-Duhem (HOLZAPFEL, 2004; SANTAQOJA, 2004) € dada

por:

3.5.5. Energia Livre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz é denominada como uma grandeza capaz de medir
a quantidade de energia util do sistema que pode se transformar em trabalho,

conforme segue:
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®(&;;,T)=U—-TS (3.27)
. . o0 0D .
(e T)=U—-TS — TS=o—éj+5:T (3.28)

ij
A expressado 3.27 € denominada energia livre de Helmholtz, enquanto que a
equacdao 3.28 se refere a sua taxa.

Substituindo a Equacédo 3.28 em 3.23 e 3.26, obtém-se respectivamente:

0P , 0P ) )

pa—aﬁ sij+p<a—T+S)T+p(TS—R)+qu=0 (3.29)
i o (a(p+s)T Gir <9 3.30
Pagij Oij | & TP aT TS (3.30)

Uma vez que os valores correspondentes a &; e T sdo arbitrarios, as

expressodes entre parénteses devem respeitar a igualdade. Portanto:

00
O'ij =p aé'l-j (331)
b
= —— 3.32
S 5 (3.32)
qi; = —p(TS —R) (3.33)
q:T; <0 (3.34)

A equacdes 3.31 e 3.32 séo constitutivas do material, representando a relagao
tensdo-deformacédo e entropia do sistema, respectivamente. J4 a 3.33 se refere a

conducéo de calor.

Aplicando as Equacdes 3.32 e 3.33 em 3.28, tem-se outra representacdo da
equacao de conducao de calor, agora em funcdo da energia livre de Helmholtz,
conforme a expressao:

TP i+ 22 4 o 3.35
de,or U a2 ) TP (3.35)

qii = .DT<
3.5.6. Potencial elastico

O conceito de potencial elastico (¥) € uma forma de definir as propriedades
elasticas de um corpo qualquer por meio da relacdo entre tensdes e deformacdes, de

acordo com a equagao:
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oy

O =
t asij

(3.36)

Outra forma de conceituar o potencial elastico é correlacionando-o com a

energia livre de Helmholtz utilizando-se da expresséo:

¥ = pd (3.37)
Integrando-se a equacdo 3.36 em relagdo a ¢;; e aplicando-se o resultado na
equacdao 3.5 advinda da lei de Hooke, observa-se uma forma para potencial elastico,

como indicado na expresséao 3.38.

v 2(1+v)
l’U:G(‘EL'ZJ'J%—ZVE’%"_ 1—2v

A funcdo f(0) é resultado da integracdo e depende apenas da temperatura,

a9e> +F(O) (3.38)

podendo assumir ordem qualquer, 0 que pode representar possiveis caracteristicas
térmicas nao lineares do material (CARRAZEDO, 2009).

3.5.7. Equacéao de conducdo de calor termoelastica

Pode-se definir o calor especifico como:

_7 aS
- aT
A equacéo de conducéo de calor na sua forma mais conhecida pode ser obtida

(3.39)

Ce

através de3.32, 3.35 e 3.39 resultando na expressao 3.40.

kT;; = T—R-T Ay 3.40
i — P\ Ce agijanij (3.40)

Em que k é o coeficiente de condutividade térmica; p é a densidade do material;

e @ é a energia livre de Helmholtz.

Sabendo-se que a temperatura absoluta (T) € igual a soma da variacdo de
temperatura (6) com a temperatura de referéncia (6,) e que esta € constante, ndo
variando com a posicdo nem com o tempo, a equacao 3.40 pode ser reescrita em

funcao de 6.

Como forma de aproximacgédo, toma-se o fator T como a temperatura de
referéncia, desde que o acréscimo de temperatura seja pequeno. Portanto, obtém-se

a expressao:
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. 020
k@)ii =p (ceﬁ — R — 00 ag. 69 8ij> (341)
lj

Dessa forma, substituindo a equacéo 3.38 em 3.41, chega-se a:

k0. = 261"
L .

Observa-se que na expressao 3.42, a funcao f(6) apresentada como um termo

aBoexr + pc.0 — pR (3.42)

da equacado 3.38 € considerada constante em relacdo a temperatura, e, portanto,
anulada quando derivada.

Quando o corpo € sujeito a taxas de deformacao negativas, sua temperatura
tende a aumentar. Caso contrario, a temperatura do corpo tende a diminuir,
caracterizando o efeito Gough-joule. Tal efeito pode ser comprovado no trabalho de
Boulanger et al. (2004).

3.5.8. Equacéao de equilibrio termoeléstica

Para obter a equacdo de equilibrio termoelastica, pela qual é definido o
comportamento elastico dinamico do material, o principio da taxa de trabalho descrito
na equacgao 3.22 deve ser considerado, em que, o termo referente ao trabalho das
forcas internas € integrado por partes e entdo aplicado o teorema da divergéncia,

obtendo:
f O'USUdV = f O-ijxi,j av :f (O-ijxi),j av — f O-ij,jxi av (343)
%4 14 14 14

J;/ O-ijxi,j av = £ O'ij.').Cl'njdA —J;/ O-ij,jxi av (344)

Aplicando a equacéo 3.44 em 3.22 e reorganizando os termos, obtém-se:

fv (01j; + Fi — %,p)%; dV + i (fi — oyjm;)%dA =0 (3.45)

Em que as forcas de corpo F; séo aplicadas em fun¢éao do volume.
Para que essa igualdade seja atendida, considerando x; qualquer, tem-se que:
oijjtF—X%p=0 (3.46)
fi = oy (3.47)

A equacéo 3.46 descreve a equacdo de movimento, e a equacgao 3.47 define o

vetor de tensoes.
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Substituindo a equacdo 3.5 em 3.46, chega-se a equacdo 3.48, podendo ser
reescrita em funcéo das constantes de Lamé (1 e u) de acordo com a equacao 3.49

definida como equacéo de equilibrio dindmico local.

1+v

v
26 (e + =gy o ~ 7=y

']

Portanto, as principais equacoes da teoria da termoelasticidade acoplada sao
descritas pelas equacdes de conducdo de calor transiente 3.42 e de equilibrio
dindmico local 3.49, descrevendo o comportamento termomecéanico de um corpo

elastico e condutor de calor.
3.6.TEORIA DA TERMOPLASTICIDADE

Materiais com comportamento inelastico puderam ser mais bem entendidos
com a incorporacdo de variaveis termodinamicas internas a teoria da elasticidade
classica (CARRAZEDO, 2009). Tais variaveis tem o viés de representar o
comportamento do material frente aos efeitos dissipativos, como a deformacao
plastica (HOLZAPFEL, 2004).

Com o objetivo de se considerar a fracdo do trabalho plastico convertida em
calor, apresenta-se uma formulacao generalizada para termoplasticidade, baseando-
se em estudos realizados por Rosakis et al. (2000), Kamlah & Haupt (1997) e
Holzapfel (2004).

Observou-se a necessidade de consideragdo do comportamento
termomecanico de materiais elastoplaticos depois de resultados experimentais
obtidos por Farren & Taylor (1925) e Taylor & Quinney (1934), os quais apontaram
producdo de calor por parte do trabalho plastico. Dessa maneira, Dillon (1963) e
Perzyna & Sawzcuk (1973) apresentaram as primeiras consideracdes acerca do
desenvolvimento de modelos que consideram o efeito termoplastico. Lemonds &
Needleman (1986), Simo & Miehe (1992) e Canadija & Brnic (2004) discutiram

formulacdes para problemas com grandes deformacdes.

Cerca de 90% do trabalho plastico é convertido em calor. J4 o restante é
absorvido pelo sistema devido as imperfeicdes cristalinas, num processo conhecido
por trabalho frio (Rosakis et al., 2000).
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Simo & Miehe (1992) utilizaram de uma abordagem numeérica, baseada em
elementos finitos, apresentando formulacéo termodinamica de problemas acoplados.

Isto posto, uma analise termoplastica deve considerar o comportamento da
temperatura e a geracdo de calor num sistema inelastico (CAVALCANTE, 2016),
baseando-se em principios basicos, como varidveis internas, leis da termodinamica e
relagdes de equilibrio (ROSAKIS et al., 2000).

3.6.1. Primeira e segunda leis da termodinamica

Como na termoelasticidade, a equacdo de calor da termoplasticidade é
baseada nas primeira e segunda lei da termodinamica, na forma da inequacdo de

Clausius-Duhem:
pu — 0i;€;; +qii —pR =0 (3.50)
pOS — PR + qi; — %e,i >0 (3.51)

Em que u se refere a variacdo de energia interna; o é o tensor de tensdes; €
corresponde a taxa de deformacdes; g € o fluxo de calor; R corresponde a uma fonte

de calor interna; 6 é a variacao de temperatura; e S se refere a entropia.

Combinando-se as equacfes 3.50 e 3.51, e aplicando-se o conceito de energia

livre de Helmholtz, dada pela expressédo 3.27, obtém-se:

—pb — pSO + gy — %e,i >0 (3.52)

Sendo 4 a dissipacao interna; e %Qi a dissipacao térmica.

Com base em 3.53, a equacao 3.54 representa a conservacao de energia em

termos da dissipacéo interna.

pSO = A —q;; +pR (3.54)
3.6.2. Teoria das variaveis internas
A forma mais comum de desenvolver a plasticidade se trata da adicao das

relacdes constitutivas variaveis internas concernentes a deformacao plastica e/ou

superficie de escoamento, de acordo com Carrazedo (2009). Dessa forma, s&o
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aplicadas duas variaveis, eipj e w;, representando, respectivamente, a deformacao

plastica e a variavel de endurecimento.

O tensor de deformacdes pode ser escrito em termos da soma das

deformac0es elastica e plastica.

_ o€ 14
Deste modo, dentro do processo termomecanico, as variaveis envolvidas
correspondem a deformagéo elastica ¢/}, a variagdo de temperatura 6, ao gradiente

de temperatura 6; e ao vetor de parametros que define o endurecimento plastico ;.

A energia livre de Helmholtz pode ser expressa a partir da relagéo 3.55, em que

o gradiente de temperatura é simplificado por 0:

o6 0D o o . 0

Cb — o D . el o=
oc5 &ij 3c5 &+ W, +—=—0+—0 (3.56)

dw; AT

Substituindo-se a equacao 3.56 em 3.53, resulta-se em:

o — 2P\, _ <5+6_¢>9'— 9 _p 220,22 5 _digso (357)
VTP g ) TP\ T 0)" TP a0" TP T Powm, T T '

Nesse processo termomecanico, independente dos valores de &;;, 6 e 0, os

termos que os acompanham devem manter a igualdade. Dessa forma:

0P
0P
lj
0P
=—— 3.60
S 30 (3.60)

Tomando as consideracdes dispostas em 3.58, 3.59 e 3.60 e aplicando-as na
equacao 3.57, obtém-se:

od , od
—PO o5 = 0ijéy ~ P om, P~ du + PR (3.61)
Desenvolvendo-se a primeira parcela da equacédo 3.61, tem-se que:

aq'b_ 000 009

o_oo®_00® (3.62)
90 90 ot 0t oo
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Considerando-se os termos de deformacéo elastica, endurecimento plastico e
temperatura, a equacdo 3.62 assume a forma:

ob 0 00 0cj; 00 0w, 0906 363

060 0t\0¢f 00 0w, 00 06 90 (3.63)
Organizando-se a expressao 3.63 em termos de taxa, obtém-se:

ob ([ 0%*® | N %o +az<1>é 3.64

96 ~ \060ef, U " 360w, "t %6 (3.64)

Dessa forma, a equacgéo 3.61 pode ser reescrita da forma como se observa em
3.65:

02 ¢ 0%0 _ 0D
—pb <W€U + 3090, w, + 329 0) =0, — 'Da_miwl —q;; + pR (3.65)
Durante o processo de plastificacdo, boa parte da energia mecéanica de carater
plastico é dissipada em forma de calor, porém, uma pequena parte do trabalho plastico
€ dissipado por conta de interacdo entre as interfaces das microestruturas que

constituem o material, conforme Cavalcante (2016).

Dessa forma, € necessario definir o trabalho frio como sendo a quantidade de
energia armazenada devido a criacdo e rearranjo das imperfeicbes cristalinas
(ROSAKIS et al., 2000), dado por:

0P p 0°®
awi aﬁawl

Baseando-se na lei de Fourier e nas definicdes de calor especifico e trabalho

E= (3.66)

frio, pode-se reescrever a equagao 3.65 da seguinte forma:

ol = kO;; + pR + 0 —=2¢f + 0,67 — @, (3.67)
p e i p 69 5] y*=ij p awi l
Donde:
do;;
Hepgst = 0 69” ele] (3.68)
Hpiast = O_ijéle (3.69)
OF (@) |
Hrp = p———w, (3.70)
l

Define-se, entdo, H,;,;; como o termo relativo a producédo de calor causado

pelas deformagbes elasticas; e Hy,,: como o termo relacionado a dissipacdo de
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trabalho mecanico plastico em forma de calor; ja Hyr € o0 termo relativo a energia retida

como trabalho frio.

O conceito de trabalho frio € motivo de varias pesquisas, conforme mostrado
em Cavalcante (2016), destacando-se os trabalhos de Bever et al. (1973), Oliferuk et
al. (1993), Rittel (1999), Rosakis et al. (2000), Mroz & Oliferuk (2002), Rittel et al.
(2012), entre outros. Como o trabalho frio é altamente dependente das deformacdes
plasticas acumuladas, h4 uma grande dificuldade em caracterizar esse efeito, e
portanto, de relaciona-lo de forma precisa com suas variaveis. Nesse contexto,
Candija & Brnic (2004) afirmam que é conveniente utilizar um fator constante para
representar a dissipacao de energia. Assim:

IE(@) .

w, = 90y;€]; (3.71)

D
Oij&; —pP—F—
) 6wi

Em que 9 é o fator constante que define o trabalho mecanico plastico convertido

em calor.

Normalmente adota-se valores em torno de 0,8 a 1,0 para 9, o que quer dizer
que ha geracdo em torno de 80% a 100% de calor devido as deformacgdes plasticas
(SIMO & MIEHE, 1992; ZHOU et al., 1996).

Substituindo-se a equacgéo 3.71 em 3.67, obtém-se a expressao final que define
a transferéncia de calor para problemas termoplasticos:

00;:
—L & + 90y;€L, (3.72)

pc.0 = k6; +pR+0 Y,
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CAPITULO 4

MEF aplicado a termodinamica

Problemas analiticos de complexa resolucdo cujos resultados teéricos sao
obtidos, normalmente, mediante grandes simplificacbes matematicas puderam ser
solucionados de maneira satisfatoria com o emprego de métodos numéricos, dentre
eles o Método dos Elementos Finitos, sobretudo pela sua versatilidade e simplicidade

em manipulagao.

O Método dos Elementos Finitos permite discretizar o dominio de um meio
continuo em uma quantidade finita de subdominios denominados elementos, os quais
apresentam comportamento analogo ao meio continuo inteiro, e que sdo conectados
entre si por nés. Conforme tal nimero de elementos aumenta, a convergéncia na

obtencao dos resultados pode ser observada.

A figura 4.1 representa um solido discretizado em elementos, em que 2
corresponde ao dominio do sélido com contorno I', sendo I eI, (condicbes de
contorno essencial e natural) partes distintas do contorno, em que LUL =T e
nnr, =0.

Figura 4.1- Discretiza¢@o de um sélido genérico.

Fonte: Adaptado de Carrazedo (2009).

O problema de conducgéo de calor pode ser aproximado por um sistema de
equacdes algébricas aplicado ao método dos elementos finitos. Parra tanto € preciso

descrever procedimentos para se obter a formulacao desejada. Trabalhos como os de
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Bathe (1982), Cook et al. (1989) e Lewis et al. (1996) proporcionam as orientacdes
necessérias a uma abordagem mais detalhada sobre o método dos elementos finitos,
embora inUmeros outros trabalhos concernentes ao tema estejam disponiveis na

literatura, uma vez que este € um método amplamente difundido.
4.1. DISCRETIZAC;AO DO PROBLEMA DE CONDU(;AO DE CALOR

Com base nas equacbes 3.42 e 3.72, a equacao diferencial de conducao de
calor, que mostra o comportamento termodinamico de um corpo condutor de calor,

pode ser escrita como segue em 4.1:

k@ — pc.6 + pR +R,, =0 (4.1)

Em que R,, representa a parcela de calor gerado devido as deformacdes
mecanicas, dado por:

1+v

1—-2v

Como o problema térmico € solucionado antes do problema mecanico,

Ry = —2G

aBo€ix + 90}, (4.2)

emprega-se a fonte de calor mecanica ao passo de tempo (t). Para o passo de tempo

atual (t + At), a equacao 4.1 pode ser reescrita como:

k6 ;A — pc,0tFA 4 pR 4+ RL =0 (4.3)
A equacéo diferencial da condugéo de calor deve satisfazer as condigcdes

iniciais e as condi¢Oes de contorno essencial e natural, dadas, respectivamente, por:

0= HO(xl-) \4 X; € 2,t=0 (44)
0=0(x,t) V x;€ I;,t>0 (4.5)
q(x;,t) = —kb, V x;€ [L,t>0 (4.6)

Sendo 6(x;, t) a temperatura no contorno I3; q(x;,t) o fluxo de calorem I5,; n a

normal a superficie I5; e 6,(x;) atemperatura no dominio 0.

De acordo com a figura 4.1, um corpo pode ser discretizado em elementos de
dimensdes conhecidas e finitas, cuja variavel principal, a temperatura pode ser

aproximada por uma série de funcodes:

Em que 0; corresponde a temperatura no no i e ¢; representa sua respectiva

funcao de forma.
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4.2. METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Utilizando-se do método dos Residuos ponderados, através do método de
Galerkin, é possivel obter equacdes algébricas que aproximam a solucdo da equacao
diferencial de conducdo de calor 4.1. Tal equacédo € ponderada em seu dominio,
obtendo-se assim:

f Wk ;dV — f Wpc,0,dV + f WpRAV + f WRLAV = 0 (4.8)
174 |4 14 14

Em que W corresponde a fun¢des arbitradas para ponderar a equacédo, dadas

por:

W = wjg, (4.9)
Onde ¢; sdo as fungbes de ponderacdo e w; representa as constantes

arbitrarias em relacéo aos nos j dos elementos.

Utilizando-se das equacbes 4.7, 4.8 e 4.9, para qualquer valor de w; e

admitindo-se 0, constante, obtém-se:

14 14 14 14
Manipulando-se a equacdo 4.10, obtém-se uma expressdo equivalente,
definida por:
14 14 14 14 14

Por meio do teorema da divergéncia aplicado na segunda parcela da equacéao

4.11, obtém-se as forcas termodinamicas aplicadas no contorno:

kai(@,k(Pj),de = fk9i¢i,n¢jdz4 (4.12)
14 A
Sendo n a diregdo normal a superficie A.

A aplicacéo do teorema da divergéncia reduz as exigéncias de continuidade no
campo da temperatura, resultando no que se chama de representacdo fraca do
problema de valor de contorno (CARRAZEDO, 2009).

Aplicando-se a equacdo 4.5 em 4.12, a equacao referente as forcas

termodinamicas aplicadas no contorno é reescrita da seguinte forma:
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[ k6i(istiiar = [ agsas (4.13)
174 A

Substituindo-se a equacéo 4.13 em 4.11, obtém-se:

v 74 74 |4 A

Como forma de simplificacdo, aplica-se a forma matricial a equacdo 4.14,

resultando em:

Ci;0; + K;;0; = F; (4.15)

Sendo que:
K = fv ki rd;rdV (4.16)
Cyj = jV peatpich;dV (4.17)
IgzﬁfR@dV+£ﬁ%@dV—lf¢ﬂA (4.18)

Onde K;; representa a matriz de condugdo de calor, C;; corresponde a matriz
de capacitancia de calor e F; equivale ao vetor do carregamento e que R}, é constante

para o dominio no passo de tempo t.
4.3.INTEGRACAO TEMPORAL DE EQUACOES PARABOLICAS

O método alfa de aproximacédo temporal é utilizado em resolucdo de sistemas
parabdlicos, como da equacédo de conducédo de calor transiente (BATHE,1982). A
aplicacdo do método pode ser observada em Vila Real (1988), Lewis et al. (2004),
Carrazedo (2009), Cavalcante (2016), Cavalcante et al. (2017), Silva (2017), dentre

outros.

Para aproximar a temperatura, sdo empregadas as seguintes equacoes:

t+At _ gt
QUHAL-T _ (9 0:) (4.19)
L At
O = (1 — g)O! + aO!+At (4.20)

Em que a corresponde ao parametro da aproximacgao temporal, cujos valores

dependem do método utilizado, conforme tabela 4.1:
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Tabela 4.1 - Parametro de aproximacéao temporal

Nome do método &
Crank-Nicolson @ 1/2
Galerkin 2/3

Euler Backward 1

Fonte: VILA REAL, 1988

Dessa maneira, aplicando-se as equacoes 4.19 e 4.20 em 4.15, determina-se

o sistema de equacéao que define a variacdo de temperatura nodal:

[Cij + AtaK;|of ™ = [C;; — At(1 — @) K;;|0f + At]aF*™ + (1 — @)Ff]  (4.21)

4.4. APLICACAO PARA O ELEMENTO BIDIMENSIONAL

A obtencéo dos valores nodais de temperatura tem inicio a partir da elaboracao
do sistema de equacdes considerando as definicdes de elemento bidimensional,
conforme ilustra a Figura 4.2, na qual se observa um elemento triangular de 10 nés.

Tal elemento € descrito no préximo capitulo.

Figura 4.2- Elemento finito triangular com 10 nés

Fonte: Adaptado de MARQUES, 2006

A funcao de aproximacado x; pode ser determinada por meio da posi¢édo nodal
Xk através de funcdes de forma, considerando-se as coordenadas adimensionais,

d*(&,1), referentes aos eixos horizontal e vertical respectivamente.

X = $* (&, mMX{ (4.22)
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Em que i corresponde a direcdo x ou y, e k se refere ao né do elemento.

De modo a solucionar as integrais correspondentes as equagdes 4.16, 4.17 e
4.18, € importante a aplicacdo de método numérico. Para tanto, utiliza-se a técnica de
integracdo numérica de Hammer (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1992), tendo como
principio basico a substituicdo da soma integral por uma soma discreta. Assim,

considera-se que:

f v = z AV = Ifbjowi (4.23)
i=1

Sendo dV a variacdo volumétrica, b a espessura do elemento, W o peso
utilizado na técnica de integracao. A variavel NPH corresponde ao numero de pontos

de Hammer, quantidade suficiente para obter resultado satisfatério.

Dessa forma, as integrais expressas em 4.16, 4.17 e 4.18 sao descritas em
funcdo dos parametros adimensionais, conforme indicado nas equacoes 4.22, 4.23 e
4.24.

NPH
Kij=b»b z kdirdjJoW, (4.24)
=1
NPH
Cy=b ) pecdidfoW, (4.25)
=1
NPH NPH
Fi=b ) (bR +Ru)$iJoWi = ) adyfo, (4.26)
=1 =1

Jo € definido como a determinante da matriz do Jacobiano de transformacao de
coordenadas globais para adimensionais, representado por:
dx 0x
_ _ 9§ on
Jo =det] =det a_y a_y (4.27)
as  an
A derivada da funcéo de forma em relacéo a posi¢ao é dada como:

_0¢: 9¢ +a¢i an
9¢ 0x,  0n 0xy (4.28)

ik
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d¢; on

Pk = A& dxy

on dxy

Em que x;, corresponde a variavel que define a posicédo. No caso bidimensional,

assume os valores de x e y.

Com isso, pode-se determinar que:

NPH

Kij=b z k[@ix®ix + Diydiy oW

=1

Sendo que:
Gix = aa;?g—i
jke = aa;?% +

(4.29)

0, 0
dan ox
99, 0n
dn ox
09,01
an dy
9, 0n
an dy

(4.30)

Os argumentos presentes na equacao 4.30, 0s quais representam a derivada

parcial das coordenadas naturais ¢ e n em relacdo a x e y, sdo obtidos, conforme

Assan (1999), através da inversa da matriz do jacobiano. Portanto:

(96 om [ 2 o
|ox ox|_. ,_ 11 an an
lﬁ a_77J—lnv]—]0[_a_y a_xj (4.31)
dy Ody 0¢& 0¢
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CAPITULO 5

Método dos elementos finitos posicional

O Método dos Elementos Finitos Posicional, o MEF Posicional, difere do
Método dos Elementos Finitos convencional pelo fato de apresentar formulacéo
baseada nas posic6es nodais e ndo nos deslocamentos, como proposto por Coda
(2003) através da analise de porticos planos, por meio da cinematica de Euler-
Bernoulli. A partir de entdo, diversos trabalhos foram realizados utilizando-se da

formulacéo posicional.

Greco (2004) analisou problemas de impacto bidirecional em estruturas
reticuladas planas, considerando o efeito ndo linear. Marques (2006) da continuidade
a esse trabalho estudando o comportamento nao linear de sélidos bidimensionais

associados a problemas de impacto.

Maciel (2008) utilizou o MEFP para implementar problemas de portico plano
com cinematica de Reissner e problemas tridimensionais, abordando a néo

linearidade geométrica em problemas estéaticos e dinamicos.

Problemas termomecanicos via MEFP séo abordados em Carrazedo (2009) no
qual se analisa o impacto entre estruturas com comportamento termoelastico e

termoplastico, assim como em Carrazedo & Coda (2010).

Cavalcante (2016) observou o comportamento de trelicas submetidas as acdes
térmicas e mecanicas, levando em consideracgéo os efeitos das néo linearidades fisica
e geomeétrica. Silva (2017) avaliou a influéncia dos efeitos térmicos no comportamento

dindmico de porticos planos néo lineares com cinematica de Reissner.

Inimeros outros trabalhos também empregaram o método dos elementos finitos
posicional, dentre eles, Coda & Greco (2004), Coda & Paccola (2008), Minski (2008),
Morini (2009), Ferreira (2009), Rigobello et al. (2011), Sanches (2011), Reis (2012),
Oliveira (2012), Lacerda (2014) e Sampaio (2014) como exemplos.
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5.1.ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL
5.1.1. Mapeamento da geometria

Para ser possivel equacionar o equilibrio de forcas na posicao atual, € preciso
descrever o movimento ocorrido entre as configuracdes inicial e atual. Para tanto €
necessario mapear a geometria do corpo e a partir disto, determinar as medidas de

deformacgéo empregadas na formulacdo (MACIEL, 2008).

A funcdo mudanca de configuracdo pode ser definida considerando-se um
corpo partindo de sua configuracédo inicial, que, a partir de alterac6es na sua posicao,

atinge a configuracgéo final, representadas por B, e B,, respectivamente, na figura 5.1.

Figura 5.1 - Mudanca de configuragdo de um corpo

ylx

Bi

Fonte: CODA et al, 2008
Marques (2006) define a funcdo mudanca de configuragdo como uma funcgao
matematica cujo gradiente ir4 indicar a mudanca de direcdo e comprimento do vetor
infinitesimal dx no ponto x, para dy em uma nova posi¢do, no ponto y,, na

configuracdo genérica, de modo que:
dy = Adx (5.1)

Tal que A € um tensor que representa a funcdo mudanca de configuragcéo do

sistema inicial para o final, dado pela equacéo 5.2.

_Y

A=
ax]'

(5.2)

Admitindo que o espaco adimensional é responsavel pelo mapeamento

numérico entre a configuragéo inicial e a configuracdo atual (figura 5.2), a funcao
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mudanca de configuracdo pode ser parametrizada por valores nodais e funcdes de

forma. Dessa forma, pode-se fazer dois mapeamentos referentes as configuracdes
inicial, f,(&,n) e final f,(&,n).

Figura 5.2 - Mapeamento com base nas coordenadas naturais

Inicial

e

n .fu

L 4+ an

> ¢

(-1,-1) (1,-1)
A

Fonte: Adaptado de MARQUES, 2006

Atual

+

Dessa forma, o tensor funcdo mudanca de configuracéo € reescrito como:

[0fo1  0fo2]
¢  0n

o, &3
RGII

_{9§ on
O iz o4
8¢ on |

Sendo que em f;;, i representa o mapeamento 0 ou 1 (inicial ou final,

respectivamente) e j corresponde a direcéo x ou y.

A funcdo mudanca de configuracdo € dada por:
fij = (& mXf; (5.5)

fyj _ 99" (5.6)

9& ~ 9& Y
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. K

Oij _ 9¢” vi (5.7)
on  on Y

Em que ¢ representa as funcdes de forma do elemento finito a ser adotado

correspondentes ao no k.

Dessa forma, o gradiente da mudanca de configuracéo total é descrito como:

A=A (EMATE M) (5.8)

Na implementacdo, utiliza-se elemento finito triangular com aproximacao
cubica (MARQUES, 2006), denominado QST (Quadratic Strain Triangle) (ASSAN,

1999), conforme indicado na Figura 4.2.

Através da determinacdo das derivadas das funcdes de forma, é possivel
determinar os gradientes da mudanca de configuracao inicial e final, e posteriormente,

o gradiente da mudanca de configuracao total.

5.1.2. Medidas de deformacéo

Dentre as mais diversas forma de se medir deformacéo, medida de deformacéao
de engenharia pode ser utilizada nesta pesquisa, uma vez que possui aparente
significado fisico, conforme Pascon (2008). Dessa forma, com base nos gradientes de
mudanca de configuracéo, é possivel calcular o alongamento relativo entre uma fibra
qualquer na configuracao inicial, que, apés mudanca de configuracao, resultou numa

direcéo e sentido na configuracao atual, podendo ser definido a partir da equacao 5.1.:

dy = Adx (5.9)
|dy|v = Aldx|u (5.10)
|dy|vt|dy|v = |dx|utA Au|dx]| (5.11)
|dy|? = utAAu|dx|? (5.12)
d 1
lyl _ {utA"Aul? = 2(w) (5.13)

|dx|
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Com base na equacgao 5.13, pode-se definir o alongamento relativo como a

razéo entre o comprimento final de uma fibra e seu comprimento inicial.

Os parametros u e v sdo vetores unitarios no sentido das fibras na configuracéo

inicial e final, respectivamente.

A deformacédo de engenharia, com relacdo a configuracao inicial, € definida

como.

_ldyl - |dx|

e(u,é) = x| =A(w,é) -1 (5.14)

A deformacéo ¢, € obtida quando u = {1 0}, enquanto que par a deformagéo
gy, tem-se u={0 1}.
A distorcao Yy € determinada a partir do angulo formado por dois vetores

unitarios de direcdes quaisquer e ndo coincidentes, u e u’, e suas respectivas fibras

infinitesimais, posicionados na configuracéo inicial.

dx = u|dx| (5.15)
dx' = u'|ldx’'| (5.16)
cos® =u-u (5.17)

De forma anéloga, admitindo-se que na configuracado final as direcbes v e v’
sdo associadas as fibras correspondentes a configuracao inicial ue u’, o angulo é

dado por:
cosf =v -1 (5.18)
Com base na equacéo 5.10, pode-se relacionar u e v, cCOmo segue:

ldx| Au
v=A =

— R 5.19
Tyl ~ 2w (519)

E, por consequéncia:
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o2 (5.20)
A(w)
Aplicando-se as equacdes 5.19 e 5.20 e, 5.18, obtém-se:
u- (AtAu’
cosf = (—,) (5.21)
A(w)A(u)

O angulo de distorcdo € dado pela diferenca © — 6, na configuracdo de
referéncia. Admitindo-se que u e u’ sao ortogonais, a distorcdo de engenharia &

calculada como:

I8 T u- (A'Au)
- _pg=__ Sl 5.22
Viy =3 0 5 —arcos [ AWAGD) ( )
Sendo:
Yy = 2€xy (5.23)

5.2. FORMULACAO ESTATICA

A formulacdo do MEF posicional para a solugcdo de problemas com néo
linearidade geométrica é classificada como lagrangiana total, uma vez que que as
mudancas de configuracao da estrutura sdo medidas a partir de um referencial fixo no
espaco (MARQUES, 2006). Formulacfes definidas desta forma pode ser observadas
em Mondkar & Powell (1977), Surana (1983) e Schulz & Filippou (2001).

5.2.1. Energia potencial total

O funcional de energia para o sistema estatico (IT) € dado por duas parcelas,
uma referente a energia de deformacao do sistema (U,), e outra correspondente a

energia potencial das forgas externas (P):
n=U,—P (5.24)

A energia de deformacéo elastica corresponde a integral, no volume inicial (V;),

da energia de deformacao especifica elastica (u,), sendo expressa por:
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Ue = fuedVO (525)

Vo

Tem-se que, para um sistema de forgcas conservativas, o potencial das forgcas
externas € dado por:

Onde F; e X; correspondem as forcas externas aplicadas e a posicdo das
respectivas forgas, respectivamente. Nesse estudo, serdo consideradas cargas

concentradas, apenas.

Dessa forma, aplicando-se 5.25 e 5.26 e, 5.24, obtém-se:

IM= fuedVO — FiXi (527)
Vo
A energia de deformacao especifica lagrangiana é calculada considerando-se
qualquer par conjugado de tensdo e deformacdo. Dessa forma, a energia de
deformacéo é determinada aplicando-se uma lei constitutiva elastica-linear, sobre a

medida de deformagdo, como observado na equagdo 5.28, em que og;; € g&;

representam os pseudo-tensores de tenséo e deformacéo elastica, respectivamente:

1
U = EO’UEU (528)

5.2.2. Teorema da minima energia potencial total

A condicao de equilibrio do corpo pode ser observada por meio da minimizagéo
do funcional de energia potencial total. Com base no Método dos Elementos Finitos
Posicional, a minimizacéo do funcional de energia deve ocorrer mediante parametros
de posi¢cdes dos pontos, pelos quais pode-se aproximar as condi¢des do continuo,
conforme equacéo 5.29:

M _ (e =
0X; 0X; ' (5.29)

Vo

Pode-se reescrever a expressao 5.28 em funcdo do vetor de forgas internas
(0U,/dX;) e do vetor de forcas externas (F{*), obtendo-se, entdo a equacédo de

equilibrio para o problema estatico:
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U,
X,

—Fft =0 (5.30)

5.3.FORMULACAO DINAMICA
5.3.1. Energia potencial total

O funcional de energia potencial do sistema € determinado por quatro tipos de

energia:

nN=U,+K.+K,—P (5.31)
Em que U, € o potencial de energia de deformacéo elastica, P é o potencial de
energia das forgas externas aplicadas, K, é a energia cinética do corpo e K, é a perda

de energia devido ao amortecimento.

A energia cinética é obtida por:

1 ..
K. = EfpoxixidVo (5.32)
Vo
Sendo p, a densidade do corpo no referencial lagrangiano e x; a velocidade
vetorial do ponto material dada pelo diferencial do vetor de posi¢cado do ponto (x) em
relacdo ao tempo, de acordo com a equacao 5.33.

i = — (5.33)

A parcela de energia concernente a perda por amortecimento é descrita, de

forma diferenciada, em relacéo as posi¢des nodais como:

0K, B dq V. = . dV
ox, = fa_xl Vo = fcmpoxi 0 (5.34)

Vo Vo

Na qual g representa o funcional de energia especifica dissipativa e c,, é a

constante de amortecimento proporcional.

Substituindo-se as equacgodes 5.25, 5.26 e 5.32 em 5.31, obtém-se:

M= f 1V, + J po o dVy = Fyx; + Ko (5.35)

Vo Vo
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Dessa maneira, para cada instante de tempo (t), a posi¢cdo de equilibrio
dindmico pode ser definida pela minimizagdo da energia mecanica total, por meio da

aplicacao do teorema da minima energia potencial total:

oIl

aue xkxk
9x,

] .
t - a_XidV" + fa—Xi(Po 5 )dVo - F fcmpoxidVo =0 (5.36)
VO VO

Vo

Um corpo discretizado por elementos finitos pode ter suas variaveis

aproximadas por parametros nodais e funcdes de forma, ou seja:

% = ;X! (5.37)

Sendo X;, X; e X; os valores nodais para posicdo, velocidade e aceleracéo

respectivamente e ®; as fun¢des de forma.
Dessa forma, para o passo atual (t+At), a equacao de equilibrio dinamica pode
ser reescrita como:

oIl
X

_ au,
tvat  0X;

— Feyne + MXe g0 + CXepge = 0 (5.38)

t+At

Em que M corresponde a matriz de massa e C, a matriz de amortecimento.

Na Eq. (5.38), a parcela MX,,,, define as forcas inerciais, e as forcas de

amortecimento sdo representadas pela parcela CX, ;-

5.3.2. Matriz de massa e amortecimento

As forgas inerciais empregam carater dindmico na estrutura, cuja defini¢éo,
como Vvista anteriormente, se remete ao produto da matriz de massa com a
aceleracdo. A matriz de massa € um mecanismo utilizado para transferir a massa de

cada elemento para seus respectivos noés (CAVALCANTE, 2016).

Conforme Marques (2006), a matriz de massa é definida como:

M, = fV Pobidh; AV (5.39)

0
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O amortecimento € uma forma de dissipacdo de energia que conduz uma
estrutura do estado vibratorio ao estado de repouso. Dessa forma, a consideracao do
amortecimento na formulacdo dinamica visa buscar a diminuicdo dos picos dos
deslocamentos da estrutura. Nesse contexto, o processo de amortecimento
transforma a energia cinética de vibracdo numa outra forma de energia,

caracterizando a perda de energia do sistema.

No entanto, ha grande complexidade na determinacéo da energia dissipada em
sistemas amortecidos, visto que nao se referem a um unico fenémeno fisico. Como
forma de contornar o problema, admite-se que a matriz de amortecimento €

proporcional & massa, conforme pode ser verificado na expresséo 5.40:

C =2c,M (5.40)
5.4.ENERGIA ESPECIFICA DE DEFORMAGAO

A energia especifica de deformacdo empregada para o elemento finito

bidimensional é determinada como:

1
U, = EUijEiej (5.51)

Em que, conforme abordado no capitulo 2, a relacdo constitutiva pode ser

expressa como:

e __ _ P _ .6
€ij = &ij T & T &j (5.52)

Observa-se, na equacao 5.52, o termo ef’j gue corresponde ao acoplamento

térmico na determinacdo da componente mecanica de deformacao elastica.

Além disso, tensor de tensGes esta associado ao operador tangente

elastoplastico C,,,, amplamente discutido no capitulo 2.

ep’

5.5.METODO DE NEWTON-RAPHSON

Por apresentar dificuldade na obtencéo das solugcbes precisas para sistemas
nao lineares geométricos, uma estratégia numérica é imprescindivel a resolucdo do
problema. Para tal, utiliza-se do método iterativo de Newton-Haphson, cujo
procedimento apresenta aproximacdo da trajetoria de equilibrio da estrutura por
tangentes até que se atinja o critério de convergéncia, conforme figura 5.4
(CAVALCANTE, 2016).
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Figura 5.4 - Resolucéo da equacao de equilibrio pelo método de Newton-Raphson.

g‘ A Trajelér@ de
o equilibrio
'
(x,)
g(x,)
g(x)=0
9(x,)
»
X0 X 4 X, X x

Fonte: Adaptado de CALVALCANTE, 2016
Como a equacéo que rege o equilibrio da estrutura é de carater ndo linear e é
satisfeita na sua configuracéo de equilibrio (MARQUES, 2006), as equac¢des 5.30 e
5.38 sdo expandidas em série de Taylor truncada em termos lineares, conforme
equacao 5.41 (MORINI, 2009):

gX) =0=g(Xy) +Vg(Xy)AX (5.41)
Sendo X o vetor posicdo que se deseja determinar e X, o vetor posicado de

tentativa, normalmente definido no passo anterior.

O parametro g(X,) corresponde ao vetor de forcas residuais do sistema, ao

passo que Vg(X,) se refere a matriz Hessiana.

O processo iterativo é realizado até que as forcas residuais sejam
suficientemente pequenas. Para isso, é analisada variacdo de posicdo AX, obtida a

partir da equagéo 5.42, sendo determinada da relacdo inversa da equacéo 5.41.

AX = —[Vg(Xo)] " g(Xo) (5.42)

AU,
ox;’

O vetor de forgas internas o qual compde o vetor de forgas residuais, €

determinado por meio da integral volumétrica da derivada da energia de deformacgéo
especifica, conforme equacéo 5.43:

v, auedV
ax, ) ax, Vo (5.43)

Vo
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A energia de deformacao especifica pode ser representada em funcdo das
deformacdes, e entdo, através da regra da cadeia, ela pode ser descrita como:

du, _ du, de,,  0u, agy ou, any
OXL- N asx aXl asy aXl a]/xy OXL

(5.44)

Sabendo que a derivada parcial da energia de deformacdo em relacdo a

deformacéo é o préprio tensor de tensdes.

Aplicando-se a derivada na equacgéo 5.43 em relacdo as posi¢des nodais, pode-
se obter um termo em funcéo da integral volumétrica da derivada segunda da energia
de deformacéo especifica, conforme 5.45:

0°U, [ 0%u, v
0X,0%;, ) ox;0%; ' ° (5.45)
Vo

Tal termo corresponde a uma parcela que determina a matriz Hessiana do

sistema.

Analogamente a primeira derivada, obtém-se a segunda derivada da energia

de deformacgéo como sendo:

0%u,  (0%u,dey N 0%u, Oe, N 0%u, 0e,\0ey N ou, 0%c,
0X:0X,  \0%e, 0X, " 0e,0e, 0X, ' 0e,0yy, 0X, ) 0X; © 0, 0X,0X,
N 0%u, Os, N 9%u, O, N 0%u, 0yyy\0e, 0du, 0%,
(')ey(')ex (')X] (')Zey (')X] aeyayxy 8X] aXl aSy 6X16X]

(5.46)
N 0%u, (')ex+ 0%u, 6€y+62ue Vxy\ ¥xy
0eye, 0X;  Oyzy0e, 0K, © 02y,, 0X; ) OX,
e 0%Yyy
a]/xy aXlaX]

Do mesmo modo, a segunda derivada parcial da energia de deformacéo em
relacdo a deformacado resulta no tensor tangente elastoplastico, determinado no

capitulo 02.

Como forma de solucionar as integrais correspondentes as equacgdes 5.43 e
5.45, utiliza-se da técnica de integracdo numérica de Hammer, conforme abordado no

capitulo anterior. Neste contexto, tem-se que:

NPH

e _, Z Oue JoW, (5.47)
X, X,

=1
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NPH
02U, 0%u,

=b
aXlaX] = aXlaX]

JoW; (5.48)

Em que b é a espessura do elemento, W o peso utilizado na técnica de
integracdo. A variavel NPH corresponde ao numero de pontos de Hammer,
quantidade suficiente para obter resultado satisfatério. J, € definido como a
determinante da matriz do Jacobiano de transformacao de coordenadas globais para

adimensionais.

Durante processo iterativo, deve-se realizar as devidas modificacdes nas

posicoes:
X =X,+AX (5.49)
O critério de convergéncia é satisfeito quando o valor de AX é suficientemente
pequeno, de modo a garantir:

AX
—_—<
5 < tol (5.50)

5.6.METODOS DE INTEGRACAO TEMPORAL

A solucéo do problema dinamico faz uso de integracdo temporal, uma vez que
as equacOes de equilibrio dindmico sdo representadas por derivadas parciais no
tempo e espaco. Nesse contexto, busca-se aplicar metodologias consagradas no que
se refere a integracdo temporal, nas quais expressdes finitas e aproximadas séo
implementadas a partir do conhecimento dos deslocamentos e suas derivadas em um
determinado instante ¢t da historia da estrutura, e dessa forma, estimar valores
subsequentes, no sentido de atender ao equilibrio em instantes futuros, distanciados

de um passo de tempo At (BOTTURA, 1997).

O procedimentos de integracdo temporal, quando relativo as variaveis
subordinadas ao processo, podem ser classificados em dois grupos, os algoritmos

explicitos e implicitos.

Solugbes que sdo alcancadas através da utilizagdo de varidveis obtidas em
passos de tempo unicamente anteriores ao atual fazem parte do grupo de algoritmos

denominados explicitos, isto é:

Xt+At = f(XtrXtrXti Xt—At' Xt—At' Xt—At' ) (553)
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Os algoritmos implicitos utilizam-se de varidveis ndo somente associadas ao

passado, mas também relativas ao passo atual t + At, assim sendo expressos:
Xevat = f(Xt+At’Xt+At'Xt'Xt' Xt' ) (5.54)

Os algoritmos de integracao temporal podem ser classificados também quanto
a estabilidade. De forma geral, podem ser classificados como estaveis, 0os quais nao
apresentam convergéncia nos resultados, e instaveis, quando se verifica a crescente

propagacao de erros ao longo do tempo.

Os métodos estaveis podem ser classificados como condicional ou
incondicional. Conforme Silveira (2001), todo algoritmo explicito & condicionalmente
estavel. A condicdo da estabilidade do algoritmo apresenta uma restricdo ao valor do
incremento de tempo maximo adotado em cada analise (VIEIRA, 2004). Nesse
sentido, para que a estabilidade do algoritmo seja atendida, had a necessidade de
rigorosas restricbes quanto a dimensdo do incremento de tempo, o que pode
alavancar elevado custo computacional na determinacéo da resposta dos problemas
relativamente simples, quando comparado ao desempenho obtido por algoritmos

implicitos.

Conforme Silva (2017), isto ocorre porque o valor critico para At é inversamente
proporcional a maxima frequéncia natural do sistema, independentemente do tipo de
solicitacdo a qual o solido esta submetido. Por conseguinte, Vieira (2004) destaca que
em problemas de dinamica estrutural, cujas frequéncias de excitacdo sao da ordem
de grandeza das frequéncias naturais mais baixas da estrutura, os métodos explicitos
tornam-se pouco eficientes uma vez que o valor do incremento de tempo critico € bem
menor que O necessario para uma integracdo razoavelmente precisa dos modos

solicitados.

Outro ponto importante a se considerar quando se tratando de algoritmos
explicitos se refere a forma pela qual o arranjo estrutural foi discretizado, podendo
haver discrepancia quanto ao tamanho dos elementos, ou até mesmo consideracao
de diferentes materiais num mesmo corpo, elevando, assim, o0 custo computacional
de forma consideravel, visto que o intervalo de tempo é considerado igual para toda a
malha (SILVEIRA, 2001). Tal observacdo também pode ser vista no estudo de
Dokainish & Subbaraj (1989).
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Em se tratando de métodos implicitos, normalmente s&do considerados
incondicionalmente estaveis, implicando na falta de restricdo quanto ao tamanho do
incremento de tempo, em que o intervalo de tempo é determinado apenas com relacao
a precisdo da resposta que se deseja obter, mas ndo pela estabilidade do algoritmo
(CAVALCANTE, 2016). Porém, tradicionalmente, o uso de algoritmos implicitos
demanda mais memoria para armazenamento de dados durante a analise, visto que
€ necessario a montagem das matrizes globais do sistema estrutural. Desta forma, a
implementacdo de algoritmos implicitos é, de certa forma, menos simples quando

comparado aos explicitos (SILVA, 2017).

De maneira geral, procedimentos explicitos sdo mais adequados para
resolucdo de problemas de propagacdo de onda, enquanto que 0S esguemas
implicitos sdo mais eficazes para problemas inerciais (estaticos e de dinamica

estrutural), de acordo com Cook et al. (1989).

Isso posto, a escolha do algoritmo de integracdo no tempo ideal para o
problema estudado, tem sua dificuldade relacionada a conciliacdo da robustez,
precisdo e estabilidade, conforme Tamma et al. (2000) e Cavalcante (2016). A
robustez do algoritmo estd associada a sua capacidade de gerar solucdes que

minimizam o erro numérico inerente ao processo de integracdo das equacoes.

Nesta secdo, seis algoritmos de integracdo temporal, os quais, Newmark,
Houbolt, Wilson-8, Souza & Moura (1997), Diferencas Centrais e Chung & Lee (1994),
serdo descritos de forma a adaptar-se a formulacdo posicional, sendo cada algoritmo
caracterizado pela forma especifica de atualizacdo das equacbes de posicéao,
velocidade e aceleracdo, o que implica em mudancas na equacado de equilibrio
din&mico.

As formulacbes apresentadas a seguir também podem ser vistas em
Cavalcante (2016) assim como em Silva (2017). Dentre outros trabalhos com uma
abordagem mais profunda sobre algoritmos de integracdo temporal pode-se citar
Bathe (1996), Tamma et al. (2000), Cook (2001), Silveira (2001), Martins (2004), Vieira
(2004) e Loureiro (2007).
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5.6.1. Método implicito de Newmark

O método de Newmark € um dos mais difundidos da literatura, e tem ampla
aplicacéo em se tratando de problemas estruturais. O método foi divulgado em 1959
por Newmark, no qual apresentou 0 método de passo simples como indicado nas
expressdes 5.55 e 5.56, representando, respectivamente, a posicdo e velocidade

aproximadas.
: 1 . .
Xevae = X¢ + AtX, + At? [(5 - ﬁ) X + ﬁXtMt] (5.55)

Xevae = Xevar + 861 = )X pyne + vAX i a0 (5.56)

Os parametros e y sao os coeficientes de Newmark e determinam as
propriedades de estabilidade, precisdo e amortecimento dos métodos (COOK et al.,
1989). Tais parametros, segundo Bottura (1997), ponderam o quao implicito o método

se apresenta, posto que considerados nulos o algoritmo assume processo explicito.

Segundo Hughes (2000), o método de Newmark € incondicionalmente estavel
para 1/2 <y < 2 e condicionalmente estavel paray < 1/2 e g < y/2. Na familia de
Newmark, algumas particularizacdes podem ser feitas considerando-se diferente

valores para 8 e y, conforme apresentadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Métodos da familia de Newmark

. : Condicao de | Ordem de
HIEIETE U B |y estabilidade | preciséo
Aceleracdo Media Implicito - L Incondicional 2
(Regra Trapezoidal) 4 | 2
a . 1 1 -
Aceleracao Linear | Implicito |3 Condicional 2
, . 1 1 -
Fox-Goodwin Implicito =3 Condicional 2
. . 1 -
Diferenca Central Explicito | 0 > Condicional 2

Fonte: Vieira (2004)

Manipulando-se a equacédo 5.55, obtém-se a aceleragdo no passo de tempo

atual:
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) Xeenr — Xe X, (1 ) .
g _ —_pg\¥ 5.57
trat LAL? pAt  \2 B )Xe (5.57)

Aplicando-se as expressoes 5.56 e 5.57 em 5.38:

oIl
0X

_au,
t+At X

yC
Xt+At - MQt + CRt + EXHM (5.58)

M
—Fepne + BAL

t+At

— yAtCQ, = 0

A contribuicdo dindmica das variaveis no passo anterior (t), € representada por

Q: e R;, que séo expressas, respectivamente em 5.59 e 5.60.

X X 1 .
Q= 3+ 5t (5-5)% (5.59)
R, =X, + At(1 — )X, (5.60)

A Matriz Hessiana (Vg(X,)) € determinada a partir da derivada de segunda
ordem do funcional de energia potencial total em relacédo as posi¢cdes nodais (SILVA,
2017).

2

0411
=— 5.61
Vg(Xo) = 5o (5.61)
Derivando-se a equacao 5.58 em relacao as posi¢des nodais para o passo atual

(t + At), € obtida a matriz hessiana para o problema dinamico, expressa por:

P B M
ox?| T IV T x| TRz Bac

t+At

(5.62)

5.6.2. Método Implicito de Houbolt

Houbolt (1950) apresentou um método de integracdo temporal cujas variaveis
de velocidade e aceleracdo sédo aproximadas por expressdes em diferencas finitas
descendentes, constituindo, desta forma, um método multipasso (BOTTURA, 1997).

Trata-se de um método incondicionalmente estavel obtido a partir da derivacdo de
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segunda ordem de polindmios cubicos de lagrange em relagdo ao tempo (BATHE,
1996).

Desta forma, a aceleracéo e a velocidade podem ser aproximadas de acordo

com as expressoes (5.63) e (5.64), respectivamente.

. 1
Xegyar = e (2Xpsar — 5Xe +4Xe_pe — Xe—oat) (5.63)

. 1
Xevar = @(nxtwt — 18X, + 9X¢—ar — 2X¢—2at) (5.64)

Aplicando-se as equacfes 5.63 e 5.64 na expressdo que define o equilibrio

dindmico do sistema 5.38 para o passo atual (t + At), obtem-se:

oIl au, 2M 11C

Ve = X —Fa t PXtHAt +MQ: + mxtmt +CR, =0 (5.65)
t+At t+At
Sendo que:
1
Q= 577 (=5Xe + 4X_pe = Xe2a0) (5.66)
1

Ry = E(‘lSXt + 99X at — 2X¢—2at) (5.67)

A matriz Hessiana para o problema dindmico é obtida tomando-se a derivada

da equacao 5.65 em relacdo a posi¢cdes nodais para o passo atual, conforme segue:

0%l —V(X)—aZUe +2M+11C
z| T VIV T gz At " 64t

X
t+At t+At

(5.68)

5.6.3. Método Implicito de Wilson-0

Wilson & Bathe (1973) apresentaram uma modificagdo para o método da
aceleracdo linear de maneira a torna-lo incondicionalmente estavel através da
introducéo de um fator 6,,, uma vez que a solucao instavel tende a oscilar em torno
da verdadeira solucdo (WILSON, 2002).
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De forma geral, o método Wilson-8 considera que a aceleracdo varia
linearmente no intervalo de tempo compreendido entre t e 6,At. Assim sendo, a

solucédo do problema é calculada para um passo t + 6,,At.

O fator 6,, deve assumir valor superior ou igual a 1, sendo que, se igual a
unidade, o método de Newmark néo sofre modificacdo. Para valores acima de 1,37, 0
método torna-se incondicionalmente convergente. De acordo com Craig Jr. (1981), o
valor 6timo para 8w € 1,420815, havendo, entretanto, o emprego do valor de 1,4 por

parte de diversos autores.

Admitindo-se um incremento no tempo t tal que 0 < 7 < 6, At, para o intervalo

de tempo entre t e t+OwAt, a aceleracdo é descrita como:

Xepr = Xt"‘m(xtwwm Xt) (5.69)

A velocidade e posicdo podem ser determinadas via integracdo da equacéo

5.69, além da aplicacdo das devidas condic¢es iniciais:

2
Xeyr =X + XeT + m (Xt+6WAt - Xt) (5.70)

2 3

. Xt T .. ..
Xepo =Xe + XpT + + M (Xt+9wAt - Xt) (5.71)

2

Considerando-se que t = 6,,At, as equacfes 5.70 e 5.71 assumem a forma:

oAt .. "
Xevoyar = Xe + —— (Xergae + Xe) (5.72)

2

. t ., .
Xt+9WAt = Xt + HWAtXt + L4 (Xt+9WAt + ZXt) (573)

Em seguida, determina-se as equacdes correspondentes a XHQWM e )'('HQWM

em termos de X, a:, Oriundas das equagdes 5.72 e 5.73, obtendo-se, portanto:

6

6 e
— (X X X —2X
HWZAtZ ( t+0,,At — t) 0, At t (5.74)

X t+0,At =



60

, 3 , s
Xevoune = g (Xevo,ae = Xe) = 2K ———X, (5.75)
w

As posicoes, velocidades e aceleragdes relacionadas ao instante de tempo t +
At sao determinadas através do equilibrio no instante t + 6,,At. Da mesma forma, o

vetor de forcas externas deve ser estimado para t + 6,,At como segue:
Fiigne = Fr + 0y (Feyne — Fy) (5.76)

Com base nas equacdes 5.74 e 5.75, a expressdo 5.38 pode ser determinada,

para o passo t + 6,,At, como:

o _ 9 F + oM X +MQ, + X

aX . - aX L+O AL t+0ywAt HWZ tz t+0At Qt BWAt t+60y, At (5.77)
+ CRt - 0
Sendo que:

= 6 X, + 6 X, +2X 5.78
Q¢ = HWZAtZ t 0, At t t (5.78)
R, = ( 3 X, +2X +9wAtX') 5.79
t — HWAt t t 2 t ( . )

A matriz Hessiana € obtida através da derivada da equacgéo 5.77, representada

por:

2
e

X?

9211

0X?

4 6M 4 3C
0,,°At?  6,At

=Vg(X,) =

t+0yAt

(5.80)

t+0At

De modo a atualizar as variaveis envolvidas ao passo de tempo t + At,
considera-se, portanto T = At e aplica-se esta consideragao nas equacodes 5.69, 5.70
e 5.71. Logo:

Xegar = X + _9 (Xt+9WAt - Xt) (5.81)
w
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) ) .. At .. ..
Xegar = X + AtX, + ﬁ(xt+6WAt - Xt) (5.82)
w
. At? . At? .
Xt+At = Xt + AtXt + TXt + m (Xt+9WAL' + ZXt) (583)
w

5.6.4. Método explicito das Diferencas Centrais

Segundo Silva (2017), o Método das Diferencas Centrais é uma
particularizacdo do Método de Newmark para B =0, apresentando precisdo de
segunda ordem. A determinacédo de parametros, tais como aceleracao e velocidade,

€ baseada em aproximacdes por diferencas centrais (COOK et al., 1989).

Dentre os métodos explicitos, este € um dos mais empregados na resolucéo
de problemas dindmicos. No entanto, por ser condicionalmente estavel, a necessidade
incrementos de tempo relativamente pequenos torna-se indispensavel, como visto

anteriormente.

Nesse contexto, os valores da posicao anterior e posterior referentes ao passo
t, dados respectivamente por X;_,: € X¢+a:, SA0 representados por séries de Taylor

centradas em X;, como segue:

. At

Xt+At == Xt + AtXt + TXL- + e (5'84)
. t% .

Xt—At = Xt - AtXt + TXt — (585)

Cuja soma truncada nos termos de segunda ordem produz:

1
(Xt+At - 2Xt + Xt—At) (5-86)

X =—
7 A2

Analogamente, da diferenca entre as equacgdes 5.84 e 5.85, determina-se que:
. 1
Xt = AL (Xevar — Xe-at) (5.87)

Aplicando-se as equacdes 5.86 e 5.87 em 5.38, obtém-se:
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o _ 90 _ Froge + ﬂxm\t + MQ, + ixtm +CR, =0 (5.88)
0Xlpope O0X lippe At? 24t
Em que:
Qe = —2X; + X¢_nt (5.89)
Ry = —X;_at (5.90)

Derivando-se 5.88, encontra-se a matriz Hessiana do sistema:

9211 92U, M C
= = t—t— (5.91)
At

At?2 24t

t+At t+

Para que ndo haja propagacédo de erros ao longo dos passos de tempo, 0
incremento de tempo deve ser suficientemente pequeno, de tal forma que (BATHE,
1996):

P

Atgpip < (5.92)

Em que T, representa o menor periodo do sistema de elementos finitos,
podendo ser estimado pela expresséo 5.93.
21

T, < (5.93)

wmax

Sendo w,,4, & maior frequéncia natural.

5.6.5. Método explicito da Diferenca Finita de Quarta Ordem (Souza &
Moura, 1997)

Souza & Moura (1997) propuseram um método com o objetivo de minimizar
possiveis erros que sao obtidos através emprego do método das Diferencas Centrais,
sobretudo quando se adota um incremento de tempo préximo ao valor critico.
Conforme os autores, esta metodologia além de conservar as vantagens de um

meétodo explicito, praticamente elimina as oscilagdes numéricas espurias.
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Com o interesse de formular um algoritmo de alta precisdo no dominio do
tempo, deve-se, de acordo com o método, escrever a posi¢do como um polinémio de
Lagrange de quarto grau. Desta forma, a velocidade e aceleracdo nodais sdo dadas

por:

) 1
X = E (Xt+At - Xt—At)

. (5.94)
~12AL (Xe—zar — 6Xp_one + 12X, e — 10X, + 3Xe4ne)
e 1
Xp = A2 (Xerar — 2Xe + Xe_ne)
. (5.95)
T 12A2 (Xerar — 4Xp + 6Xe_ne — 4Xp_one + Xi—3a¢)

Aplicando-se as expressées 5.94 e 5.95 em 5.38, obtém-se:

on au, M C
x| = ax| T Feat ormXeat MOt o Xua ¥ CRe =0 (5.96)
t+At t+At
Em que:
Q= TAtz (—20X; + 6X;_pr + 4X¢ ot — Xi—3¢) (5.97)
1
Ry = 12At (—Xt—3ac + 6X¢—2nr — 18X;_pr + 10X,) (5.98)
A matriz Hessiana € dada por:
0%l _v (X)_azue N 11M N C
ax?| T VIV T Gy 124t2 " 44t (5.99)
t+At t+At

Para que o sistema apresente estabilidade, é preciso que:

2 2
At... < |= 5.100
Lerie \/;(‘)max ( )
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5.6.6. Método explicito de Chung & Lee (1994)

Chung & Lee (1994) propuseram uma nova familia de métodos de integracao
temporal de segunda ordem com dissipagcédo de altas frequéncias para solucao de

diversos problemas dinamicos. As posicoes e velocidades sao aproximadas por:

Xevar = X + AtXt + BlXt + :BZXt+At (5.101)
Xevae = Xe + AtXe + v1Xe + voXpine (5.102)
Em que:

1
By = At? (E - Bc) (5.103)
B, = At?f, (5.104)

1
Y1 = _EAt (5.105)

3

V2 = EAt (5.106)

Dessa forma, o modelo proposto apresenta apenas um parametro livre,
representado por B., que, por meio de estudo de precisdo, convergéncia e
estabilidade, Chung & Lee (1994) estabeleceram um intervalo dentro do qual é
possivel estimar seu valor (equagédo 5.107).

28

< < 5.107

E possivel obter a aceleracéo através da equacio 5.108, conforme segue:

X' — (Xt+At - Xt) _ AtXt _ ﬁlj(.t
bt B2 B, B2

(5.108)

Aplicando-se as equacgdes 5.102 e 5.108 em 5.38, tem-se que:
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oIl _0U, F +MX M +y2CX CCR =0 £ 100
). { P ) st t+At B, t+At Q¢ B, t+At t = ( . )
Em que:
X, AtX X
Q= -5t - - B (5.110)
:82 .82 ﬁz
Rt :Xt+AtXt+y1Xt+'y2Qt (5111)
A matriz Hessiana € dada por:
aZH ate M VZC
0X? 9(Xo) 0X? 8, B, (5.112)
t+At t+At

O método de Chung & Lee (1994), para B, = 1, apresenta caracteristicas
semelhantes ao método das Diferencas Centrais. No entanto, para valores proximos

ao limite superior de 28/27, o método apresenta maxima dissipacdo numérica.
5.7.IMPACTO DE ESTRUTURAS CONTRA ANTEPAROS RIGIDOS

Esta secdo apresenta a técnica adotada para a consideracdo do impacto na
discretizacdo do modelo computacional. A metodologia aqui apresentada é também
abordada por Simo et al. (1986), Greco (2004), Marques (2006), Maciel (2008),
Cavalcante (2017), Silva (2017), dentre outros.

O esquema de impacto adotado consiste na limitacdo das posi¢cées dos nés que
sofrem impacto através da condicdo de penetracdo nula, de acordo com a expressao
5.113:

X=62>0 (5.113)

O termo § corresponde a minima distancia entre o corpo e o0 anteparo rigido,

como pode ser observado na Figura 5.5.



66

Figura 5.5 - Condicdo de penetracdo nula

9
1
SITUAGAO | A | B
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E
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%
X
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Fonte: Cavalcante (2016)

A Figura 5.5 fornece duas situacdes de configuracdo estrutural, sendo elas
representadas pela situacao I, na qual a estrutura se apresenta a uma distancia § do
anteparo rigido, e pela situacéo Il, em que o impacto é efetivado. No entanto, para que
a condicdo de impacto (equacdo 5.113) seja satisfeita, € preciso que as posi¢oes

nodais sejam restringidas a posicao do anteparo, de modo que:
Xno = Xanteparo (5.114)

Nesta situacdo, conforme Marques (2006), calcula-se o vetor de forcas internas
Fin: # 0 nos pontos impactantes, de forma a garantir a forca de reflexdo do corpo.

Desta forma:

9 = Feontato = Fext — Fint (5.115)

E importante destacar que este trabalho ndo considera os efeitos do atrito no

esquema do impacto.
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5.7.1. Parametros de Newmark e regularizacao da solucéao de impacto

Como abordado anteriormente, na familia de algoritmos de Newmark a adocao
de diferentes valores para os parametros f e y fornece diversos métodos. Estes
parametros definem a estabilidade, precisdo e amortecimento dos métodos (COOK et
al., 1989).

Em problemas em que o impacto ndo é considerado, geralmente adota-se o
Método da Aceleracdo Média, por ser um método eficiente na determinacdo da
resposta dindmica estrutural (MARQUES, 2006). No entanto, esse método nao
apresenta o mesmo desempenho quando se trata de problemas com ocorréncia de
impacto, sobretudo quando verificadas altas frequéncias (CARPENTER et al., 1991,
TAYLOR & PAPADOPOULOS, 1993; SOLBERG & PAPADOPOULOS, 1998).

Hu (1997) fornece uma possivel solucdo de modo a corrigir a instabilidade
numeérica verificada em problemas de impacto, sendo esta baseada num algoritmo
que se enquadra na familia de Newmark, cujas hipGteses estdo relacionadas a
aceleracdo que se desenvolve na regido impactante (MARQUES, 2006). Segundo
Greco (2004), o algoritmo corresponde ao modelo classico de Newmark com a

utilizacao de parametros cujos valores sdo dados como:
L =10,y=15

A Figura 5.6 representa as regifes de estabilidade descritas em funcédo dos
parametros de Newmark 8 e y. Essa figura permite observar que os parametros
propostos por Hu (1997) se encontram no limite da regido incondicionalmente estavel
sobre a curva B, da mesma forma que os parametros classicos utilizados em
problemas convencionais de dinamica estrutural se apresentam no limite da regido de
estabilidade, no ponto referente a interse¢éo da reta y e da curva 8, também gerando

um algoritmo estavel.
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Figura 5.6 - Regides de estabilidade para os parametros de Newmark
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Fonte: Adaptado de Marques (2006)

5.8.IMPLEMENTACAO NUMERICA DO PROBLEMA TERMOELASTOPLASTICO

A Figura 5.7 apresenta um fluxograma no qual é descrito 0 processo de
resolucao de problemas dindmicos com abordagem néo linear fisica e geométrica com
acoplamento termomecénico, em que o método de integracdo temporal € associado
ao procedimento iterativo de Newton-Raphson. A consideracédo dos efeitos térmicos
na andlise estrutural consiste na divisdo do problema acoplado em duas partes, sendo

uma térmica e outra mecanica.

O procedimento determina que a configuragéo e a temperatura da estrutura
permanecam inalteradas na solucdo da fase térmica e mecanica, respectivamente.
Esta técnica € denominada de solugcédo escalonada, cujas equacdes sdo resolvidas
sequencialmente (CARRAZEDO, 2009).



Figura 5.7- Fluxograma da discretizacdo temporal associada ao procedimento iterativo
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De modo geral, o problema térmico € solucionado primeiramente, o que implica
que a solucdo para o passo atual € determinado mediante configuracdo do passo
anterior. Este acoplamento é denominado fraco e devidamente classificado como
explicito (SILVA, 2017). Em Carrazedo (2009) é possivel observar analises
termomecanicas com acoplamento forte, ou implicito. Contudo, ndo se recomenda a
adocao desta estratégia de solucao, devido ao maior tempo empregado na analise e
obtencdo dos resultados, havendo diferencas pouco significativas mediante

comparacao entre ambas as técnicas.
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CAPITULO 6

AplicagcdGes numericas
6.1. ANALISE NUMERICA

Este capitulo tem como finalidade a analise térmica, mecéanica e
termomecéanica de solidos bidimensionais, considerando-se os efeitos das né&o
linearidades fisica e geométrica. Como forma de validacéo e discusséo da formulagéo

implementada, emprega-se exemplos presentes na literatura especializada.

Para andlise do desempenho dos métodos de integracao temporal, definiu-se
um conjunto de exemplos cujos resultados sdo confrontados com aqueles
encontrados na literatura. Para tanto, admitem-se 0s seguintes parametros para os

exemplos abordados:

B = 0,25

y = 0,50
0, = 1,420815

B. = 1,03

No entanto, para problemas de impacto solucionados pelo método de
Newmark, adota-se y=1,5 e =1,0 (Hu, 1997). Além disso, ndo se considera os efeitos

do atrito na formulagéo do impacto.

Relativo aos problemas térmicos, conforme Duhamel (1837), considera-se um estado
inicial submetido a uma determinada temperatura positiva e invariavel ao longo do
tempo, definida como temperatura de referéncia, em que tensées e deformacdes nédo

sao observadas.

O parametro a de integracéo temporal € adotado conforme o método de Crank-

Nicolson que considera uma aproximacéo da taxa de temperatura de forma constante
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e igual a média entre t e t+At. Portanto, em problema térmico ou termomecanico, tal

parametro é considerado igual a 0,5.

Dessa forma, a partir de fontes de calor termoelastoplasticas, determina-se as
temperaturas, que, posteriormente, implicam numa nova configuragdo da estrutura. A
cada novo passo de tempo, 0 carregamento térmico € atualizado, e por conseguinte,
a configuracdo estrutural. Para tanto, o problema térmico € solucionado antes do
problema mecéanico, o que implica na obtencdo das fontes de calor baseadas nas

taxas de deformacédo do passo anterior.
6.2. BARRA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO TERMICO

Este exemplo, que pode ser verificado em Copetti (1999; 2002), assim como
em Carrazedo (2009), Cavalcante (2016), e Silva (2017), corresponde a andlise
térmica de uma barra unidimensional de comprimento unitario submetida a um
carregamento térmico cossenoide adimensional conforme equacao 6.1, ilustrado na
Figura 6.1. Para fim de comparacéo, adotou-se, neste trabalho, uma altura unitaria,

assim como massa especifica, coeficiente de conducéo térmica e calor especifico.

p(x) = 10cos(2mx) (6.1)

Figura 6.1 - Carregamento térmico cossenoide
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Além disso, o0 corpo apresenta uma restricdo de temperatura na posicao x =

0, de acordo com a expresséo 6.2.

0(0,t) = 10 (6.2)

Com a finalidade de comparar os resultados com os presentes na literatura,
adotou-se uma superficie discretizada em 244 elementos com variagdo temporal de
0,0001.

Na Figura 6.2, observa-se o grafico que apresenta a temperatura ao longo do
eixo central do sélido bidimensional em alguns instantes de tempo. Os resultados
obtidos séo satisfatérios quando comparados as referéncias. Aléem disso, percebe-se
uma tendéncia no equilibrio da temperatura ao longo do corpo, devido a condicéo de

restricdo de temperatura.

Figura 6.2 - Temperatura da barra ao longo do tempo
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6.3. CONDUCAO DE CALOR EM SUPERFICIE

Soleimani et al. (2010) e Hidayat et al. (2015) investigaram o comportamento
da conducédo de calor transiente em estruturas de duas dimensdes através da

aplicacado de métodos numericos, dentre os quais, o0 metodo das diferencas finitas.

Nesse contexto, para validacdo do modelo térmico implementado, busca-se

confrontar dois exemplos encontrados na literatura discutida anteriormente.
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O primeiro exemplo corresponde a uma placa quadrada de dimensoes
unitarias, cuja forma esquematica pode ser vista na figura 3a. Da mesma forma (figura
3b), o segundo exemplo se refere a uma superficie triangular com um dos lados em
forma de arco de circulo. Além disso, as condi¢cbes de contorno também podem ser

obtidas na figura 6.3.

Figura 6.3 — Problema de conducéo de calor em diferentes superficies
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Sado utilizados um total de 244 elementos para discretizar a superficie
quadrada, e 112 elementos para a triangular. A massa especifica, o coeficiente de
conducédo térmica e o calor especifico sdo considerados unitarios afim de se obter
convergéncia dos resultados de forma mais rapida. Para ambas, utilizou-se um total
de 300 passos com uma variacao temporal de 0,01 para se obter o equilibrio térmico

na superficie.

Na figura 6.4, pode-se observar a distribuicdo de temperatura ao longo da

superficie bidimensional. Tal comportamento condiz com o verificado na literatura.

Para ambos exemplos, a variacao de temperatura ao longo da altura y=0,5 para
o problema de conducédo de calor, pode ser verificada na figura 6.5. Para mais, os
resultados sdo confrontados com o obtido por Hidayat et al. (2015), sendo verificada

uma boa precisédo quanto a convergéncia dos resultados.
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Figura 6.4 — Distribuicdo de temperatura no dominio do problema
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6.4.VIGA ELASTOPLASTICA BIAPOIADA COM CARGA APLICADA NO MEIO DO
VAO

Este exemplo apresenta como objetivo a validagdo do modelo elastoplastico

implementado, partido de uma andlise estatica de uma viga bi-apoiada discretizada

por 20 elementos bidimensionais, cuja carga é aplicada no meio do vdo, como

ilustrado na figura 6.6.
Sao consideradas as seguintes propriedades mecanicas e geométricas:

E =210kN/mm? v=0
L =3000mm b =150mm
h = 300mm
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Figura 6.6 - Esquema da viga bi-apoiada.

| -
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O material da viga tem comportamento elastoplastico perfeito com uma tensao

de escoamento igual a o, = 0,25kN/mm?. Além disso, s&o empregados 103 passos

de carga de 12kN, quantidade suficiente para que a estrutura atinja o regime plastico.

Conforme disposto na figura 6.7, a solu¢ao fornece bons resultados quando
comparados as referéncias, apresentando um patamar que tende a horizontalidade

em torno da carga critica de formacéao da rotula plastica.

Figura 6.7 — Deslocamento transversal x Forca aplicada no meio do vao da viga.
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6.5.VIGA ELASTOPLASTICA EM BALANCO COM CARGA TRANSVERSAL
APLICADA NA EXTREMIDADE LIVRE

Assim como no exemplo anterior, este exemplo busca validar o modelo n&o
linear fisico abordado, através de analise estatica de uma viga em balancgo
discretizada por 20 elementos finitos bidimensionais, sendo a carga aplicada

transversalmente na extremidade livre, conforme figura 6.8.
Sao consideradas as seguintes propriedades mecanicas e geométricas:

E = 30000 ksi v=20

gy, = 30 ksi H' = 1000 ksi
L =5pol b =0,1pol
h = 0,5 pol

Figura 6.8 - Esquema da barra engastada
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Para este exemplo, emprega-se um material cujo comportamento pode ser
descrito como elastoplastico com encruamento positivo. Uma quantidade de 400

passos de carga de 5,0 [b sao utilizados a fim de se obter a curva para comparacéo.

Os resultados obtidos pela formulacdo empregada séo confrontados com a
solucéo analitica apresentada por Yang & Saigal (1984) e Greco (2004), e também
com a solugéo néo linear geométrica elastica, para o deslocamento da extremidade

livre.

Como se verifica na figura 6.9, a solugcdo implementada fornece bons

resultados que tendem a convergéncia daqueles apresentados pela referéncia.
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Figura 6.9 — Deslocamento transversal x Forca aplicada na extremidade da viga.
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6.6. SISTEMA MASSA-MOLA COM ACOPLAMENTO TERMOMECANICO

Como forma de validagdo do modelo termoelastoplastico empregado, busca-se
avaliar o comportamento a partir da andlise da resposta dinAmica de uma barra de
massa desprezivel € submetida a um carregamento axial aplicado em uma massa

concentrada unida a sua extremidade livre, como ilustra a Figura 6.10.

Este exemplo pode ser encontrado em Silva (2017), no qual foi constatada a
influéncia térmica na resposta dindmica estrutural. Para tanto assume-se que a barra
nao possui massa desprezivel, e considera-se 0s parametros termomecanicos

inerentes ao aco, como segue:

E = 30000 ksi v=_0
L = 6,57 pol b =100 pol
h = 0,0423 pol F =30 kips

p=1733910"* ksipol? m =0,02591bs?/pol*
k =0,0117 kips/(°Cs) ce = 4,185 kpipol/(°Ckg)

a; = 1,5107° pol/(°C pol) a, = 1,5107° pol/(°C pol)
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Figura 6.10 — Esquema do sistema massa-mola

p777%4 N
Secéao
Transversal
N\
- [ ] Sgi
‘o
m
U F(t)

Para a discretizacdo do solido bidimensional, considera-se um total de 106
elementos finitos, utilizando-se como modelo de integracdo temporal 0 método de

Newmark. Para isso, adota-se 400 passos de tempo de 0,001 s.

Admite-se, ainda, que material da viga tem comportamento elastoplastico com

encruamento, considera-se uma tensdo de escoamento o, = 162,9 ksi e modulo de

encruamento H' = 1000 ksi.

As Figuras 6.11-a e 6.11-b mostram os resultados comparativos das analises
mecanica e termomecanica para o deslocamento U levando em consideracdo o

modelo elastico linear e 0 modelo elastoplastico com encruamento, respectivamente.

Verifica-se que nas analises com acoplamento termomecénico, tanto as
amplitudes do movimento oscilatério, como a frequéncia sdo menores. Este fendmeno
pode ser explicado pela provavel dissipacéo de energia mecanica na geracao de calor

no sistema.
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Figura 6.11 - Deslocamento do grau de liberdade analisado considerando os efeitos térmicos
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6.7.VIGA ELASTOPLASTICA EM BALANCO COM ACOPLAMENTO TERMICO

Para avaliar a formulagcdo em termos do acoplamento termomecanico, toma-se
por base o comportamento da viga analisada no exemplo 6.5. Da mesma forma, a
viga é discretizada em 20 elementos finitos, e, além disso, considera-se que ndo ha

variagcdo de temperatura nos nos restritos.

Para o problema dinamico, considerou-se um aumento gradativo na aplicacéao
da carga de forma a obter uma aproximacao quase estatica. Para isso, 0 método de
Newmark foi utilizado na integracdo temporal, considerando-se uma varia¢ao temporal

de 0,001s. Os parametros termoelasticos adotados sao dados:
k = 1,741 1lb/(°Fs)
p=733710"*1b s?/pol* ¢, = 1119,81 b s? /pol*
a; = 9,710 pol/(°F pol) a, = 9,7 107 pol/(°F pol)

Numa primeira analise elastica, varia-se a intensidade da temperatura de
referéncia de forma a verificar a mudanca de temperatura ao longo do tempo. A
analise termomecanica ndo acarretou em diferencas significativas na resposta
dindmica da estrutura, mesmo considerando temperaturas de referéncias elevadas,
uma vez que o coeficiente de expansao térmica adotado é baixo. Nesse sentido, os

resultados comparativos a resposta puramente mecanica sdo omitidos.
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Além disso, para a analise termoeldstica, considera-se que o carregamento é

aplicado num intervalo de tempo de 1 s.

A Figura 6.12 apresenta os resultados obtidos para as trés situacbes de
temperatura de referéncia, cujos valores sédo 6, = 68 °F, 8, = 212 °F e 6, = 392 °F,
considerando dois n6s numa mesma secéo localizada a 0,50m do engaste. Através
da analise da temperatura nos nos, verifica-se uma variagdo de temperatura positiva
no no 4, sujeito a compressao, assim como é observada uma variacdo negativa na
regido tracionada (n6 10), caracterizando o efeito de Gough-Joule. E ainda, as
mudancas de temperatura sdo mais significantes a medida que a temperatura de
referéncia é maior. Também, a distribuicdo da temperatura no n6 tracionado varia com
o tempo, no entanto, no né comprimido, a variacdo € menos gradativa, devido ao

confinamento que ocorre naquela regiao.

Figura 6.12 — Variacdo de temperatura na se¢éo x=0,50m
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Como a distribuicdo da temperatura na viga € semelhante para as trés
situacdes analisadas, variando-se apenas sua intensidade, sdo apresentados os

resultados para 6, = 68 °F na figura 6.13.



Figura 6.13 —Configuragdo de temperatura ao longo da estrutura deformada

82

Tempo de aplicagdo de carga igual a 0,1 segundo

Tempo de aplicagéo de carga igual a 0,4 segundos

Tempo de aplicagdo de carga igual a 1 segundo

At (°F)
1 54553
1,24302
0,34052
0, 43501
0,03551
—-0,36700
—-0,76551
-1,17201
-1,57452

At (°F)
1,75500
1,37643
0,959756
061525
0,24071
-0,13786
-0,51643
—-0,3H500
-1,27357

At (°F)
1 54197
1,22154
080112
0, 36069
-0,03974
~0,46015
-0,33059
-1,30101

-1,72144




83

Pode-se notar que a distribuicdo da temperatura na viga varia com a condi¢ao
deformada. Além disso, percebe-se que a regido comprimida apresenta taxas de
variacdo de temperatura positivas, enquanto que nas regides tracionadas ha um

resfriamento, caracterizando, portanto, o Efeito Gough-Joule.

Na sequéncia, atribui-se a plasticidade na andlise, com o objetivo de avaliar
sua influéncia na distribuicdo da temperatura, assim como de associar o fator tempo
na variacdo. Para isso, admite-se diferentes intervalos de tempo para aplicacao de
carregamento, os quais, 100s, 200s, 300 s e 600s sdo considerados. Adota-se,
ainda, 80% de geracao de calor devido as deformacdes plasticas, assim como 6, =
68 °F.

Figura 6.14 —Configuracdo de temperatura para diferentes intervalos de tempo para aplicacéo de
carga.
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Para a extremidade livre, a geracdo de calor devido as deformagdes plasticas
sdo mais expressivas quando comparadas com as oriundas das deformacgdes
elasticas, como ilustra o grafico da Figura 6.14, comprovando assim a influéncia da

plasticidade no acréscimo de temperatura do corpo.

Além disso, a taxa de carregamento influencia de forma inversa a variacdo de
temperatura no corpo. Quando se admite a aplicagdo da carga em um curto intervalo

de tempo, ha uma maior dissipacéo de energia na forma de calor. A medida que essa
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taxa de aplicacdo de carga diminui, ocorre uma menor dissipacdo de energia, e

portanto uma menor variagao de temperatura no corpo.
6.8.VIGA ENGASTADA

Neste exemplo, encontrado em Greco (2004) assim como em Marques (2006)
e Maciel (2008), uma viga robusta em balanco é submetida a um carregamento de

impacto na extremidade livre, conforme ilustra a Figura 6.15.

Referente a discretizacdo da estrutura, Greco (2004) adotou 20 elementos
finitos unidimensionais de aproximacao linear. Por sua vez, Marques (2006) e Maciel
(2008), obtiveram os resultados para este problema utilizando elementos finitos
sélidos, cuja modelagem adotou uma malha de, respectivamente, 80 e 77 elementos.

O objetivo deste exemplo € de verificar o comportamento dos diversos
algoritmos de integracdo temporal aqui adotados. A analise é realizada para dois
casos, diferenciados pelo carregamento de impacto. No primeiro, adota-se um
carregamento constante, enquanto que no segundo, tal carregamento € considerado

crescente até certo tempo, além do qual se torna constante.

Figura 6.15 - Esquema da barra engastada
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S&o consideradas as seguintes propriedades mecanicas e geométricas:

E=21010°N/m? v=0
L =1200mm b = 150mm
h = 300mm p =1691,81107* N s?/m*
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Para isso, utiliza-se uma malha de 88 elementos finitos bidimensionais com
variacdo temporal de 0,0001s e 0,00001s, de modo a verificar a influéncia deste

parametro nos diversos modelos de integracao temporal adotados.

A primeira etapa na determinacdo da integracdo temporal corresponde a
definicdo de valor apropriado ao intervalo de tempo, uma vez que ele esté diretamente
relacionado ao comportamento real da estrutura e problemas de instabilidade
numerica (Bathe & Wilson,1973). Nesse contexto, as figuras 6.16 e 6.17 comparam
os valores de deslocamento do n6 onde o carregamento é aplicado, adotando-se

diversos modelos de integracao temporal com diferentes intervalos de tempo.

E possivel perceber nas figuras abaixo a influéncia do fator tempo na resposta
estrutural, sobretudo para os métodos explicitos. A medida em que a variacao
temporal € diminuida, o comportamento dos resultados tendem a assumir uma mesma

forma.

Nas figuras 6.16 e 6.17, é possivel verificar uma diferenca relativamente
pequena entre os resultados obtidos por métodos explicitos. Conforme abordado por
Cavalcante (2016), o método de Chung & Lee (1994) apresentou um pequeno
amortecimento numérico em relacdo aos algoritmos de Souza & Moura (1997) e

Diferencas Centrais, condicionado pela manipulacdo do parametro f..

Pode-se perceber um certo amortecimento apresentado pelos métodos
explicitos quando comparados aos implicitos, sobretudo para intervalos de tempo
relativamente maiores. Conforme se diminui tal intervalo, observa-se uma menor
dissipacédo dos métodos explicitos, ao passo que os métodos implicitos ndo sofrem

grandes mudancgas.

O método de Newmark apresentou resultados praticamente idénticos aos
obtidos na literatura, independente do intervalo de tempo analisado. Os métodos de
Houbolt e Wilson-6 manifestam um leve amortecimento que € diminuido com a

diminuicao da variacédo temporal.



Figura 6.16 — Caso 1

86

—s— Newmark

Souza & Moura (1997)

—e— Houbolt

—— Diferengas centrais
—e— Chung & Lee (1994) —e— Wilson-6

Deslocamento (m)

Deslocamento (m)

0,025

0,06
0,02 \ 4 A
A \/
0,00
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
Tempo (s)
a) At =0,0001s
0,06
"
0,02 / /
0,00
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

Tempo

b) At =0,00001s

0,025




87

Figura 6.17 — Caso 2

—=— Newmark —e— Houbolt Diferencas Centrais
Souza & Moura (1997) —— Chung & Lee (1994) —e— Wilson-6
0,04
SUA A
0,03 - e \ -
S y | f® e o ¢
\g L L \\ ‘t & ‘Q')
©0,02 X r
S
30,01
a
0,00
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Tempo (s)
a) At =0,0001s
0,04

(m)

o
o
¥

0,00 -/
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Tempo (s)

Deoslocamento
o
=

b) At =0,00001s

De maneira geral, assim como observado por Cavalcante (2016), o esforco
computacional exigido pelos métodos explicitos € menor, contudo, ha a necessidade
de passos de tempo menores. Além disso, os métodos explicitos e implicitos tendem

a convergir ao mesmo resultado a medida que o intervalo de tempo é diminuido.
6.9.VIGA ENGASTADA COM ACOPLAMENTO TERMOELASTICO

7z

O exemplo anterior é analisado, neste momento, através do acoplamento

termomecanico na estrutura, admitindo-se 0s seguintes parametros termoelasticos:

k=52]/(°Cms) c. =477]/(°Ckg)
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a, = a, =1,210"5m/(°Cm) 0, = 27 °C

Devido a grande robustez, as deformacdes oriundas da variagdo térmica pouco
influenciaram no deslocamento estrutural, ndo conduzindo a diferencas significativas

na resposta dinamica puramente mecanica com aquela causada pela parcela térmica.

O grafico da Figura 6.18 mostra a variagcao de temperatura ao longo do tempo
para as extremidades da secao localizada a 0,5 metros do engaste. Nela, é possivel
verificar o aumento da variacdo térmica no né que esta sujeito a compressao,
enquanto que o nd que sofre tracdo, a variacdo de temperatura assume valores

preponderantemente negativos, corroborando o Efeito Gough-Joule.

Figura 6.18 — Variacdo térmica em sec¢do distante de 0,50m do engaste
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Diversas configuragcées mostrando a variagao de temperatura ao longo de toda
a estrutura pode ser vista na Figura 6.19, na qual as regides expostas a compressao
sofrem um aumento na temperatura. Ja nas regides tracionadas, se verifica a variacéo

negativa.



Figura 6.19 — Configuracdes de deslocamento e temperatura para diversos intervalos de tempo
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6.10. CONJUNTO BIELA-MANIVELA

Neste exemplo, verifica-se a eficiéncia dos algoritmos de integragao temporal
na andlise do comportamento de um conjunto biela-manivela, abordado por Marques
(2006). Desta forma, a Figura 6.20 evidencia o esquema de funcionamento do
conjunto estrutural, composto por um braco mecéanico, denominado biela, e uma
manivela, com maior robustez. A biela é articulada no ponto C e presa a manivela no

ponto 4. enquanto que o ponto Brepresenta o eixo em torno do qual gira a manivela.

Sao consideradas as seguintes propriedades mecanicas e geométricas:

E =210 10%kg/cm? Cp =551 p =0,0079 kg/cm?3
Ly =144 cm Hg =2cm hg =1cm

Ly =10,0cm Hy =9cm hy =1cm

Ry =4,50cm R, =4,50cm v=0

Figura 6.20 — Esquema do conjunto biela-manivela

Para a andlise, utiliza-se uma malha de 312 elementos finitos com variagao
temporal de 0,00025 s numa primeira analise e 0,00005 s numa outra. Além disso,

considera-se o carregamento com intensidade de F = 100000 kg cm/s?.
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7

A aplicagdo do carregamento é realizada no momento de ida em uma
revolucdo. Na volta, considera-se que a estrutura sofre descarregamento, ocorrendo
uma recarga no inicio de novo ciclo, situacdo correspondente ao maximo

aproveitamento da forca.

A seguir, por meio das Figuras 6.21 e 6.22, sdo apresentadas algumas
configuragbes de deslocamento da estrutura para diversos intervalos de tempo,
utilizando-se como modelo de integracdo, o método de Houbolt. Por essa andlise,
constata-se que o tempo necessario para a realizacédo do ciclo atual € menor que o
observado para o seu anterior, 0 que condiz com Marques (2006), no qual foi
determinada a velocidade angular do sistema, que aumenta ao longo do tempo até

atingir valor constante.

Figura 6.21 — ConfiguracGes de deslocamento para o primeiro ciclo de rotagdo
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Figura 6.22 — Configuracdes de deslocamento para o segundo ciclo de rotacéo
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Como forma de avaliar o desempenho dos algoritmos de integracao temporal
neste exemplo, sdo apresentados os resultados de deslocamento horizontal para o
ponto de aplicacdo de carga. Entdo, na Figura 6.23, observa-se uma tendéncia na
convergéncia dos resultados quando a discretizacdo € realizada com passo de tempo

menor.

Além disso, os algoritmos de Souza & Moura (1997) e Diferencas Centrais
exibiram comportamento idéntico, apresentando resultados com periodo de revolugéo
superior aos demais métodos pelo fato de serem altamente dissipativos. O modelo

proposto por Chung & Lee (1994) mostrou-se ineficaz na convergéncia dos resultados.

Os meétodos de Houbolt e Wilson-8 mostraram-se bastante consistentes,
apresentando resultados bem préximos, independente da variacado temporal adotada.
Ja o método de Newmark proporcionou tendéncia a convergéncia a medida que o

passo de tempo diminuia.
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6.11. CONJUNTO BIELA-MANIVELA COM ACOPLAMENTO TERMO-ELASTICO

O comportamento termomecénico do conjunto biela-manivela apresentado no
exemplo anterior € aqui investigado. E considerado o modelo de Houbolt para a
discretizacdo temporal, dada a convergéncia para intervalos de tempo maiores. O
namero dos elementos finitos e os dados mecanicos e geométricos permanecem 0s
mesmos. No entanto, como o problema original ndo aborda o campo térmico, adota-

Se 0s seguintes parametros para o a¢o de baixa liga:
k=52]/°Cms = 5200kg cm?s™2/°Ccm s
c. = 477] kg °C = 4770000kg cm?/kg °C s?
a; =a, =1,210"5°C"1

Sao considerados duas temperaturas de referéncia, 6, = 27 °Ce 6, = 200 °C, o
que permite constatar a influéncia deste parametro na variacdo de temperatura. Em
virtude da elevada robustez do sistema, a temperatura ndo produziu deformacoes

suficientes para modificar a resposta dindmica da estrutura.

A Figura 6.24 ilustra a variacdo de temperatura ao longo do tempo no ponto de
aplicacao da forca. Verifica-se que ha uma regido de variacao positiva de temperatura,
qgue incide no momento de ida da revolucédo, caracterizada pela aplicacdo da forca, e
outra negativa, na qual a estrutura volta ao estado inicial. A cada novo ciclo, as taxas
de deformacédo se intensificam devido ao aumento da velocidade angular, o que
proporciona, desta forma, um aumento na temperatura para cada nova revolucao, até

gue a frequéncia de giro seja constante.
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Figura 6.24 — Variacdo de temperatura no ponto de aplicagdo de carga
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6.12. IMPACTO UNIDIRECIONAL ENTRE DUAS BARRAS

Proposto inicialmente por Carpenter et al. (1991), este exemplo avalia o
impacto entre duas barras elastoplasticas (figura 6.25), ndo considerando a geragao

de calor oriunda das deformacdes estruturais.

Figura 6.25 - Esquema das duas barras
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Em conformidade a Greco (2004) e Marques (2006), o problema pode ser
simplificado a uma analise de impacto entre barra e anteparo rigido, de acordo com a

figura 6.26, uma vez que as duas barras apresentam a mesma velocidade.
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Figura 6.26 - Esquema de impacto entre barra e anteparo rigido
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Sao consideradas as seguintes propriedades mecanicas e geométricas:

E = 30000 ksi v=_0

X =202,2pol/s 5 = 0,02 pol
p=733710"*1bs?/pol* ¢,, =051
L =10pol b =1 pol

h =1pol

A solucéo analitica, apresentada por Carpenter et al. (1991), é dada por:

.lmp ) } Vit < timpacto
Yimp =
Uimp = 0
C O} v timpacto = U = Useparacio
Yimp =
(6.3)
3 \
25|24 [Pt
U; = x| — - =
imp X E 2 Vt=> tseparacﬁo
)'Iimp = —Xx J

Em que u;n,, corresponde ao deslocamento do né impactante e y;,,,,, se refere
a velocidade do no, x € a velocidade inicial da barra, § € a distancia entre barra e
anteparo e [, € o comprimento inicial da barra. O tempo necessario para haver impacto

e separacao entre barra e anteparo rigido € dado, respectivamente, por:

timpacto = =

5 5 (6.4)
tseparagéo=;+2[‘ E
Investiga-se, neste exemplo, o comportamento do deslocamento e da

velocidade dos nos impactantes para mediante diferentes métodos de integracao
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temporal, explicitos e implicitos. Para isso, a barra € discretizada numa malha de 80
elementos finitos, com variagdo temporal At = 0,5.107°s.

As Figuras 6.27, 6.28 e 6.29 mostram a solu¢do numérica para o deslocamento,

a forca de contato e a velocidade do n6 da extremidade que sofre impacto,
respectivamente.

Figura 6.27 - Deslocamento da regido impactante da estrutura

10,010 ,
\
\
10,008
10,006
6 sy
e —— Modelo Analitico
x
10,004 —=— Newmark
—e— houbolt
—— Diferencas Centrais i{
10,002 —e— Chung &Lee (1994) o
Souza & Moura (1997) \
—e— Wilson-0
,000 I I ﬁ
0,00000 0,00005 0,00010 0,00015 0,00020
t(s)
Figura 6.28 — Forca de contato da superficie impactante
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Figura 6.29 - Velocidade da superficie impactante

400

—— Modelo Analitico

—=— Newmark

—e— Houbolt

200 S Diferencas Centrais

—— Chung & Lee (1994)
Souza & Moura (1997)

—e— Wilson-6

V (pol/s)

-200

-400
0,0000 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004

t(s)

Constata-se, na figura 6.29, que o impacto provoca um salto de velocidade na
extremidade da barra. No entanto, modelos de integracdo temporal explicitos, tal
como o método das diferencas centrais, apresentam oscila¢des discretas no momento
do impacto, quando comparados aos modelos implicitos, aproximando-se do
resultado analitico. Pelo fato de ser um método multipasso, o método de Houbolt
apresenta elevadas perturbacdes em torno do momento do impacto. Os métodos de
Chung & Lee (1994) e Newmark comportam-se de maneira semelhante, em que se
observa um breve salto de velocidade no momento do impacto, convergindo, em
seguida ao resultado analitico. O método de Souza & Moura (1997) converge
rapidamente a resposta analitica, no entanto, apresentando baixas oscilacdes de

velocidade no momento do impacto.

O método de Wilson-8 apresentou oscilagao na resposta inerente a velocidade
apos o impacto, quando comparada a analitica, durando até o instante de tempo igual
a 0,0001s.

No momento da separacédo, pode-se observar que o método de Houbolt, assim
como o método de Wilson-8, apresenta melhor desempenho quando comparado ao
resultado analitico, atingindo a velocidade de separacdo mais rapidamente, no

entanto, ocorrendo uma oscilacdo acentuada. Além disso, em conformidade com a
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Figura 6.27, esses dois métodos exibiram melhor desempenho no tocante a posigéo,

apresentando valores bem proximos ao modelo analitico.

Os demais métodos também apresentam resultados de velocidade bem
préoximos. Este fato pode ser justificado pelo movimento oscilatorio apresentado pela
barra apds o impacto. Para o modelo analitico, velocidade de reflexdo corresponde a
velocidade média do corpo, e ndo a velocidade do ponto, uma vez que o problema é
baseado na conservacéo da quantidade de movimento (Marques, 2006).

A Figura 6.28 ressalta a fragilidade dos métodos de Houbolt e Wilson-6 quanto
a convergéncia da intensidade da for¢a de contato, sobretudo no momento do impacto
e apoOs este evento, nos quais se percebe a propagacdo de perturbacoes,

corroborando com Cavalcante (2016).

Diante do exposto, os métodos explicitos e 0 modelo de Newmark sdo os que
apresentam resultados mais adequados quando se trata de problema de impacto,
conforme observado por Cavalcante (2016).

A seguir, considera-se uma analise elastoplastica para este exemplo. Para
tanto, define-se o valor de limite de escoamento igual a o, = 10ksi, e constante de
encruamento igual a H' = 1000ksi. Da mesma forma, sdo apresentados os graficos

da posicao e velocidade para diferentes modelos de integracao temporal.

Figura 6.30 — Posicdo da superficie impactante considerando-se modelo elastoplastico com
encruamento isotrépico
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Figura 6.31 — Velocidade da superficie impactante considerando-se modelo elastoplastico com
encruamento isotrépico
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Conforme Figura 6.30, verifica-se que o tempo de contato entre a barra e o

anteparo € maior. A intensidade da velocidade ap6s a separacdo € menor que a

observada no modelo elastico linear. Esse fenbmeno pode ser explicado pela

dissipacdo de energia decorrente das deformacdes plasticas.

6.13. IMPACTO UNIDIRECIONAL ENTRE BARRA E ANTEPARO RIGIDO COM
ACOPLAMENTO TERMOMECANICO

Este exemplo consiste em avaliar o impacto de uma barra, de comprimento e

altura unitérios, que esta sujeita ao impacto unidirecional considerando uma analise

termoelastica, conforme Figura 6.32.

Figura 6.32- Esquema de impacto entre barra e anteparo rigido
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Este exemplo, sob uma analise puramente mecanica, foi inicialmente abordado por
Armero & Petocz (1998), e em seguida por Marques (2006) e Maciel (2008).
Cavalcante (2016), assim como Silva (2017) apresentaram resultados considerando
0 acoplamento termomecanico, que servirdo de referéncia para a validacdo do termo

de geracéao de calor em problemas de impacto.
Sao consideradas as seguintes propriedades mecéanicas e geométricas:

E=1 v=20

X=0,5 6 =0,05

p=1 cm =0
L=1 b=1
h=1

Como forma de simplificacédo, adota-se valores adimensionais para o problema.
Além disso, despreza-se 0 amortecimento e atrito no impacto, assim como os efeitos
elastoplasticos. A estrutura é discretizada numa malha de 244 elementos finitos com
variagao temporal At = 0,05, e, de acordo com Silva (2017), sdo adotados o0s

seguintes parametros térmicos:
ce =1 k=1
a=0,11 6, = 10

Cavalcante (2016) e Silva (2017) consideraram o modelo de Newmark como
método de integracdo temporal para a andlise térmica do impacto, o que corrobora
com a investigacao apresentada no Exemplo 6.6, na qual verificou-se sua eficiéncia.

Assim sendo, tal modelo sera adotado para o problema de impacto deste estudo.

Pode-se observar, por meio da Figura 6.33-a, a comparacao dos resultados da
posicdo para uma analise mecanica e termomecanica, com a solucdo analitica

elastica linear do problema.
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Figura 6.33 - comparativo de posicéo e velocidade para problema mecanico e termomecanico
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Antes do impacto, as respostas apresentadas pelos modelos séo iguais, dado

que ndo ha deformacdo em tal momento. Os efeitos térmicos em problemas de

impacto causam a reducao do tempo de contato, uma vez que ha desprendimento de

energia para a geracao de calor.

Os modelos mecanico e termomecanico, conforme Figura 6.33-b, apresentam

velocidades da extremidade impactante iguais até o instante de 2,04, a partir do qual

a diferenca entre modelos aumenta no decorrer do tempo.

A mudanca de temperatura da barra ao longo do tempo apresentou

comportamento bastante proximo aos obtidos pelas referéncias, como pode ser

constatado na Figura 6.34.
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Figura 6.34 - Mudancas de temperatura da barra no problema de impacto
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Conforme esperado, a temperatura do corpo sofre variacdo apenas apos o
instante de impacto, dada a ocorréncia de deformacdes. Com a ocorréncia de impacto,
a estrutura fica submetida a esforcos de compressao, os quais contribuem para o
aumento de temperatura. Apds o tempo de 1,05, o corpo tende a se alongar, de forma
a recuperar a energia cinética perdida no impacto, caracterizando a diminuicdo de

temperatura.

6.14. IMPACTO UNIDIRECIONAL ENTRE DUAS BARRAS COM ACOPLAMENTO
TERMOMECANICO

Apresentado anteriormente como exemplo puramente mecéanico, busca-se,
neste caso, avaliar o comportamento termomecanico do impacto através de uma

analise elastica e outra elastoplastica, observando-se o efeito do encruamento.

Da mesma forma, barra é discretizada numa malha de 80 elementos finitos,
com variacdo temporal At = 0,5.107°s. Considera-se o método de Newmark como
procedimento de integracdo temporal. Além disso, de acordo com Carrazedo (2009),

foram consideradas as seguintes propriedades térmicas:
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k = 1,741 1b/(°Fs) ¢, = 1119,81 Ib 52 /pol*
a; =9,7107° pol/(°F pol) a, = 9,7 10~7 pol/(°F pol)
6, = 68 °F

De inicio, realiza-se uma analise avaliando apenas a resposta elastica do
material, considerando-se duas configuragdes para valores de coeficiente de dilatacao
térmica. A primeira considera a; =a,, € a segunda considera a; = a, =
9,7 1077 pol/(°F pol).

Nesse contexto, a Figura 6.35-a mostra que o tempo de contato entre a barra
e 0 anteparo € diminuido a medida que o coeficiente de dilatacdo térmica é
aumentado. Conforme Carrazedo (2009), isso se deve ao fato de haver uma irreal
perda de energia que se converte em calor. Por outro lado, a intensidade da forca de
contato (Figura 6.35-b) € aumentada a medida que o coeficiente de dilatacdo térmica
cresce. Para um valor de a; maior que «,, a diferenca no tempo de contato € menos
acentuada, como também ocorre na forca de contato, mas também com a velocidade

de retorno, como pode ser observado na Figura 6.36.

Figura 6.35 - Influéncia da temperatura na posicéo e for¢a de contato da superficie impactante

100000
10,010 4 ===‘-.
50000 ‘
10,008
/ \\ 0 ponon-s L, e o o S
~10,006 —— Modelo analitico \ =) Np--0-04 0o
S / —&— Sem geragdo de calor \& \J% -50000 Modelo
*10,004 7 % \ U_E \ # Analitico i
/ ——o=aq, \N -100000 \ M‘/ —&— Sem gerag&o
\ de calor
10,002 \N 150000 | [\‘Aﬂ.f\' N
u —e— o, =a,

0,000 -200000
0,00000 0,00005 0,00010 0,00015 0,00020 0,00000 0,00005 0,00010 0,00015 0,00020

t(s) t(s)

(a) Posicao (b) Forca de contato



105

Figura 6.36 - Influéncia da temperatura na velocidade da superficie impactante
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Na Figura 6.37, verifica-se a mudanca de temperatura de um né que se
encontra na posi¢do x = 9,5 pol, provocada pelas deformacdes elasticas oriundas do

impacto.

Figura 6.37 — Variacdo de temperatura para a superficie localizada em x = 9,5 in
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A partir de entdo, considera-se o efeito ndo linear fisico, adotando-se como
limite de escoamento o, = 10 ksi, e analisando-se o efeito do encruamento na
geracdo de calor. Para isso, adota-se como parametro de encruamento H = 5000 ksi

e H = 15000 ksi. Além disso, considera-se a; = a, = 9,7 1077 pol/(°F pol).
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Figura 6.38 - Influéncia da temperatura na posi¢do da superficie impactante, considerando efeitos

elastoplasticos
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A Figura 6.38 permite observar que a consideracdo de um aumento na
intensidade do encruamento contribui com um menor tempo de contato entre 0 né
impactante e o anteparo, da mesma forma que a velocidade de retorno tende a
aumentar. Conforme Greco (2004) e Carrazedo (2009), este fato é proveniente da
menor energia empregada na deformacdo da estrutura com a diminuicdo do

encruamento e maior dissipacéo de energia.

Figura 6.39 - Influéncia da temperatura na velocidade da superficie impactante, considerando efeitos

elastoplasticos
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A velocidade na superficie impactante, conforme Figura 6.39, quando
considerados efeitos térmicos, tende a assumir valores proximos aos obtidos em uma

analise puramente mecanica. Além disso, o aumento do médulo do encruamento
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contribui com acréscimo da intensidade de velocidade, causado pelo ganho

energético devido ao encruamento.

Figura 6.40 — Variacéo de temperatura, considerando efeitos elastoplasticos
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Como esperado, 0 gasto maior de energia necessaria na deforma¢édo quando se
considera um maior endurecimento permite o0 menor desprendimento de energia para
geracdo de calor, fenbmeno observado na Figura 6.40, na qual a mudanca de

temperatura se mostra mais intensa para uma menor intensidade de encruamento.

6.15. IMPACTO PARCIAL ENTRE DUAS BARRAS COM ACOPLAMENTO
TERMOMECANICO

Esta situacdo proposta é semelhante ao exemplo 6.14, com a diferenca de que
0 impacto ocorre parcialmente entre as barras. De maneira a simplificar, considera-se
um anteparo rigido localizado na posi¢cédo §/2, entretanto, tendo inicio a meia altura

da barra, o que corresponde ao impacto da metade superior da estrutura, apenas.

E importante destacar que sdo tomados 0s mesmos parametros termoelasticos

e geométricos adotados no exemplo passado.

Dessa forma, busca-se comparar o comportamento estrutural frente a situagao
anterior, na qual a regido impactante correspondia a toda a superficie transversal da

barra.
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Na Figura 6.42, € mostrado o deslocamento horizontal da barra para os
instantes em que ocorre o impacto (t = 0,00005 s), durante o impacto (t = 0,000075 s

et =0,0001s), e apOs o impacto (t = 0,00015 s).

Figura 6.41 - Esquema das duas barras ndo concéntricas
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Na parte inferior da barra, h4 uma tendéncia de continuagdo de movimento, o
que gera deslocamento além da posicao do anteparo para aquela regido, conforme
Figura 6.42-b e c. Apés o impacto, no entanto, a regido superior da secéo tende a
voltar mais rapidamente ao estado inicial do sistema, enquanto que na inferior, ocorre

o0 contrario, de acordo com a Figura 6.42-d.

A Figura 6.43 corresponde a posicdo da superficie impactante ao longo do
tempo. E disposto trés situacdes, as quais se referem a pontos localizados na regiéo

superior e inferior da secéao.

A temperatura do corpo sofre variacdo apenas apés o instante de impacto,
conforme a existéncia de deformacdes. Os comportamentos ao longo do tempo da
variagdo térmica, para o eixo central dos dois casos em estudo, sdo bastante
semelhantes. Contudo, para o caso de impacto parcial, ha uma perturbacéo na regiao
do impacto, provocando elevadas variacdes de temperatura. Isso se da pelo fato de
haver uma maior concentracdo de tensdo nao uniforme, devido a tendéncia de

deslocamento proporcionada pela regido nao impactada.
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Figura 6.42 — Comparacdo dos deslocamentos entre impacto entre barras ndo concéntricas e
concéntricas
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Figura 6.43- comparativo de posi¢cdo para impacto parcial e total
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A Figura 6.44 evidencia o acréscimo de temperatura durante o tempo de

impacto ao longo da estrutura, para as duas situacdes propostas. No caso em que

ocorre 0 impacto concéntrico, a distribuicdo de temperatura se da de maneira

uniforme, enquanto que, para a situacdo excéntrica, na regido impactante, h4 uma

maior variacdo da temperatura causada pela variacdo da taxa de deformacgédo na

direcdo ortogonal a superficie.

Desta forma, a estrutura fica submetida a esforcos de compressao, durante a

ocorréncia do impacto, os quais contribuem para o aumento de temperatura. Apds o

impacto, o corpo tende a se alongar, de forma a recuperar a energia cinética perdida

no impacto, caracterizando variacao negativa de temperatura, conforme Efeito Gough

Joule.
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Figura 6.44- Mudancas de temperatura da barra no problema de impacto
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6.16. IMPACTO DE ANEL EM ANTEPARO RIGIDO COM ACOPLAMENTO
TERMOMECANICO

Este exemplo, abordado anteriormente por Wriggers et al. (1990), Greco (2004)
e Maciel (2008), refere-se a um modelo de malha anelar que sofre impacto numa
superficie horizontal. Para tanto, o corpo se movimenta com velocidade constante,

seguindo uma trajetdria inclinada em relacédo ao anteparo (Figura 6.45).

Figura 6.45 - Esquema de impacto entre barra e anteparo rigido

D int
D ext

Neste trabalho, busca-se avaliar o comportamento do anel ap6s o impacto, no
que se refere ao angulo de reflexdo, considerando-se os efeitos térmicos provenientes
da deformagdo mecanica. Para isso, toma-se por base diversas temperaturas de

referéncia, dentre elas, 10, 50 e 60.

Considera-se uma malha com 108 elementos finitos, com variacdo temporal
At = 0,005. Aplica-se o método de Newmark como procedimento de integracdo

temporal. Além disso, sdo consideradas as seguintes propriedades termomecanicas:

E =100 v=20
X, =2 X, =2
p =001 cm =0
Dexe =20 Dy = 18
b=1
k=1 ce =1
a; = 0,001 @, =0,001
E importante destacar que tais propriedades séo consideradas adimensionais,

conforme referéncia.
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Na Figura 6.46, sédo dispostas as configuracoes deformadas para diversos
instantes de tempo, segundo a referéncia. Observa-se um angulo de 50,20° (Figura
6.47), para a situacdo em que as deformacdes térmicas nao influenciam a analise
mecanica, ou seja, a; =0, valor bem proximo aos obtidos pelas referéncias.
Considerando-se os efeitos das deformacfes térmicas no exemplo, chega-se aos
valores de 50,20° para 6, = 10, 50,35 ° para 6, = 50 e 50,51° para 6, = 60.

Figura 6.46 - Angulo de aproximacao e de reflexdo da estrutura anelar

Fonte: Greco (2004)

Figura 6.47 - Angulo de reflexdo para a hipotese mecanica
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A Tabela 6.1 resume os valores observados para os angulos de reflexao

seguindo as diversas hip6teses implementadas.



Tabela 6.1 - Angulos de reflexéo

Referéncia
Wriggers et al. (1990)
Greco (2004)

Maciel (2008)

Analise mecéanica
Analise termoelastica 8, = 10
Analise termoeléastica 8, = 50

Analise termoeléastica 8, = 60

Qo
45°
45°
45°
45°
45°
45°
45°

Qi
50°
49,83°
50,19°
50,200
50,20°
50,35°
50,51°
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Diante do exposto, observa-se um acréscimo no angulo de reflexdo a medida

gue a temperatura de referéncia aumenta. Isso se deve ao fato de haver uma perda

de energia, refletindo numa menor intensidade na velocidade de reflexdo, que, por

conseguinte, influi no menor deslocamento, tanto horizontal, quanto vertical do anel.

Na figura 6.48, encontra-se o deslocamento da extremidade da direita do anel para as

trés situacfes de temperatura de referéncia, onde € possivel verificar a ligeira

defasagem entre modelos.
Figura 6.48 — Posicdo do n6 1
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Por fim, os resultados apresentados na Figura 6.49 exibem os deslocamentos

vertical e horizontal, assim como a temperatura no instante analisado para 6, = 50.



Figura 6.49 - Configuracéo de Temperatura durante e apds o impacto
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CAPITULO 7

Conclusdes

O avanco tecnoldgico possibilitou 0 emprego de estruturas cada vez mais
inovadoras, sobretudo quanto as suas caracteristicas fisicas e geométricas. Por meio
de uma andlise nado linear, € possivel obter resultados mais condizentes com a
realidade, e, entdo, aproveitar ao maximo dessas caracteristicas. Surge, portanto, a
necessidade de realizacdo de pesquisas que mostrem de forma mais exata 0s
avancos dos métodos nesta area, aliada com o0 aumento dos recursos computacionais

modernos.

Nesse contexto, o principal objetivo, neste trabalho, €é analisar o
comportamento estrutural de sélidos bidimensionais por meio da consideracdo das
nao linearidades fisica e geométrica, assim como do tratamento termomecanico.
Acredita-se que este trabalho surge para contribuir de forma significativa neste campo
de estudo, uma vez que € possivel representar mais fielmente o real comportamento

estrutural.

Sendo assim, apresenta-se uma formulacdo posicional implementada e
validada mediante comparacao com literatura especializada, de modo a investigar o

comportamento de estruturas bidimensionais com possivel consideragao de impacto.

Os algoritmos de integragdo temporal testados foram avaliados através da
aplicacdo de exemplos considerando-se estruturas submetidas a carregamento

dindmico assim como ao impacto.

De forma geral, os algoritmos explicitos apresentaram resultados mais
coerentes quando associados a variacdes temporais menores. No entanto, para
problemas com rota¢gfes, os métodos de Houbolt, Wilson-8 e Newmark sdo mais

indicados, sendo este Ultimo menos recomendado em razdo da necessidade de
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calibracdo. Os métodos explicitos das Diferencas Centrais e Souza & Moura (1997)
apresentam certa instabilidade que pode ser facilmente contornada através da

consideracao de intervalos de tempo mais reduzidos.

Em problemas de impacto, os métodos explicitos assim como o de Newmark
apresentaram resultados satisfatérios quando comparados a resposta analitica. Os
meétodos de Houbolt e de Wilson-8 mostraram-se bastante coerentes quanto a posi¢ao
da superficie impactante, contudo, com falha na velocidade e forca de contato,

constatando-se grande oscilacdo durante e apds o contato.

Assim sendo, é de extrema importancia a verificacao e adocao de intervalos de
tempo condizentes com 0 modelo associado, garantindo estabilidade e precisdo na

resposta esperada.

Correspondente aos problemas termomecanicos, a validacdo do cdodigo
desenvolvido é tomada mediante exemplos encontrados na literatura, porém, sem a
parcela térmica do estudo. Dessa forma, a resposta obtida através da formulacéo
termodindmica implementada € analisada a partir de exemplos de aplicacdo de
carregamento quase estatico e dindmico em estruturas engastadas. Da mesma forma,
a parcela térmica é empregada em problemas de impacto, cujos resultados séo

confrontados com aqueles obtidos em literatura especializada.

A geracao de calor, quando considerado os efeitos da plasticidade, é mais
significativa, conforme constatado por Carrazedo (2009) e Cavalcante (2016) e Silva
(2017). Da mesma forma, em problemas termoplasticos de impacto, sao observadas
elevadas taxas de deformacéao, o que produz mudancgas no comportamento estrutural,

uma vez que boa parte da energia cinética é convertida em calor.

Em problemas com grandes deslocamentos, incluindo grandes deformacdes, o
acoplamento termomecanico pode influenciar na flexibilidade das estruturas a serem
analisadas, sobretudo quando consideradas temperaturas de referéncia mais

elevadas.

Entretanto, em estruturas com pequeno deslocamento, ndo se constata grande
influéncia na resposta dindmica na dire¢do transversal, devido a robustez estrutural.
Os efeitos térmicos influenciam mais significativamente os deslocamentos na direcéo

longitudinal da estrutura, quando h&a o predominio de uma direcdo em relagéo a outra.



118

Com base no exposto, € de extrema importancia a consideracao dos efeitos
térmicos na analise de estruturas, que, dependendo das caracteristicas dos materiais
assim como das condi¢@es iniciais, podem promover efeitos de segunda ordem, e

portanto, ocasionar a redistribuicdo consideravel dos esforcos.

Em se tratando de efeitos térmicos em estruturas bidimensionais discretizadas
com elementos finitos de sdlido, propde-se para trabalhos futuros, a consideracao de
atrito em problemas de impacto bidirecional. Além disso, sugere-se a implementacéo
da transmissdo de calor por radiacdo e convecgdo no acoplamento térmico do
sistema. Também se recomenta a adocdo de efeitos viscoplasticos em estruturas

sujeitas a elevadas temperaturas.
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