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CONTRIBUICAO AO ESTUDO DE TRELICAS NAO LINEARES
CONSIDERANDO EFEITOS TERMICOS

Jodo Paulo de Barros Cavalcante

Orientador: Prof. Dr. Daniel Nelson Maciel

Co-orientadora: Prof2. Dr2. Ada Cristina Scudelari

RESUMO

O presente trabalho consiste na anélise numérica via Método dos Elementos Finitos
(MEF) de trelicas submetidas as ac¢des térmicas, mecanicas e suas respectivas
interac6es. A metodologia proposta baseia-se no teorema da minima energia
potencial, escrita em relagdo as posigées nodais ao invés dos deslocamentos para
lidar com problemas termomecanicos, levando-se em consideragéo os efeitos das néo
linearidades fisica e geométrica. Referente aos problemas dindmicos, a solugédo da
equacdo de equilibrio é alcancada através da discretizagdo temporal perante
diferentes algoritmos de integracdo temporal, explicitos e implicitos. A formulacdo é
estendida para problemas de impacto entre trelicas e anteparo rigido, onde as
posicBes nodais séo restringidas através da condicdo de penetracdo nula. Sendo
assim, apresenta-se uma formulacdo termodinamicamente consistente,
fundamentada na primeira e segunda lei da termodindmica e na energia livre de
Helmholtz, para analisar problemas dinamicos de estruturas trelicadas com
comportamento termoelastico e termoplastico. A implementagdo dos problemas
consiste no desenvolvimento de rotinas computacionais, sendo os resultados
numéricos da formulacdo proposta confrontados com exemplos encontrados na

literatura especializada.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Posicional, Termomecanica,

Termoelasticidade, Termoplasticidade, Integragédo Temporal, N&o Linearidade.
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ABSTRACT

This work presents the numerical analysis of nonlinear trusses summited to
thermomechanical actions with Finite Element Method (FEM). The proposed
formulation is so-called positional FEM and it is based on the minimum potential energy
theorem written according to nodal positions, instead of displacements. The study
herein presented considers the effects of geometric and material nonlinearities.
Related to dynamic problems, a comparison between different time integration
algorithms is performed. The formulation is extended to impact problems between
trusses and rigid wall, where the nodal positions are constrained considering null-
penetration condition. In addition, it is presented a thermodynamically consistent
formulation, based on the first and second law of thermodynamics and the Helmholtz
free-energy for analyzing dynamic problems of truss structures with thermoelastic and
thermoplastic behavior. The numerical results of the proposed formulation are

compared with examples found in the literature.

Keywords: Positional Finite Element Method, Thermomechanical, Thermoelasticity,

Thermoplasticity, Temporal Integration, Nonlinearity.
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CAPITULO 1

Introducao

Inicialmente, a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) ficou limitada a
solucéo de problemas lineares, isto €, aqueles onde existe uma dependéncia linear entre
os deslocamentos sofridos e a forga externa aplicada sobre o corpo em analise. Porém,
em diversas situagfes a andlise ndo linear é necessaria, como no caso de estruturas
esbeltas ou entdo estruturas expostas a acdes excepcionais. O conteddo dessa
dissertacdo envolvera as ndo linearidades geométrica e fisica, provenientes da

modificacdo da geometria e das propriedades fisicas do material, respectivamente.

Os materiais exibem, normalmente, comportamento relativamente complexo
(comportamento plastico e termoelastoplastico, por exemplo), tornando-se inevitavel a
adocdo de modelos simplificados que disponibilizem solugdes suficientemente proximas
do comportamento real das estruturas. O comportamento plastico caracteriza-se pela
manifestacdo de deformacdes irreversiveis, sendo que tais deformacdes surgem quando

os niveis de tensdo superam o denominado limite de plastificag&o.

A partir dos estudos de Duhamel e Neumann (Sherief et al., 2004), percebeu-se
gue os modelos constitutivos ndo conseguiam representar com exatiddo a resposta
mecanica dos materiais, e desta forma, identificou-se a necessidade de modificar tais

modelos de maneira a considerar as diferencas de temperatura.

Referente aos problemas que envolvem forgcas inerciais, ou seja, problemas
dindmicos, os procedimentos vém sendo aperfeicoados ao longo do tempo, destinando-
se particularmente no campo dos métodos numeéricos. Neste trabalho, a discretizacao
temporal sera realizada diante diferentes algoritmos de integragdo temporal, explicitos e

implicitos.



Sendo conhecidas as propriedades dos materiais, as solicitagdes impostas e a
geometria dos componentes, 0 objetivo da andlise é determinar as respostas mecéanica
e térmica da estrutura, levando em considera¢édo o seu comportamento n&o linear através

da formulacdo baseada nas posi¢coes nodais dos elementos finitos.

Sendo assim, o presente trabalho consiste em estudar a resposta termomecanica
para estruturas trelicadas, levando em consideracdo o comportamento ndo linear da
estrutura através da formulacao simples, denominada posicional, baseada no MEF, que
utiliza como incégnitas do problema as posi¢fes nodais ao invés de deslocamentos. O
MEF é desenvolvido em descri¢cdo lagrangiana total a partir da minimiza¢do do funcional
de energia potencial total do sistema, empregando-se o método iterativo de Newton-
Raphson. As estruturas analisadas sdo consideradas como constituidas de material

homogéneo e iso6tropo.

A implementacdo dos problemas consiste no desenvolvimento de rotinas
computacionais utilizando a linguagem de programacao Fortran, a partir de um cédigo ja
existente (Greco et al., 2006).

1.1 Justificativa

Devido ao avango tecnoldgico e a utilizacdo de materiais mais resistentes,
estruturas mais complexas e esbeltas vém sendo desenvolvidas, desta forma, o estudo
da termomecénica e do comportamento ndo linear torna-se indispenséavel para a
concepcao de trelicas mais leves e eficientes, dentro dos padrbes de seguranca e
desempenho.

A trelica € uma estrutura simples e bastante difundida na engenharia, e assim a
pesquisa desse elemento se justifica, pois, as principais caracteristicas de elementos
finitos mais complexos podem ser completamente aplicadas e estudadas nas trelicas,
tendo a vantagem de evitar a inerente complexidade das estruturas mais sofisticadas
(Lacerda, 2014).



O interesse na termomecanica em problemas dindmicos é motivado pela
observacédo de que o acoplamento termomecénico pode ter efeito dominante nos
resultados, haja visto que as tensdes de origens térmicas podem alterar a distribuicdo
dos esforcos. Referente aos problemas de impacto, a relevancia do acoplamento
termomecéanico estd associada as altas taxas de deformacdo que tais problemas

promovem, e, consequentemente, variagdes de temperatura mais expressivas.

Diante disso, a aplicacdo dos métodos numéricos na analise estrutural
incorporando o tratamento dos efeitos ndo lineares e termomecéanicos é indiscutivel,
representando com maior fidelidade o comportamento estrutural e contribuindo para o

avanco no estudo das formulagdes para trelicas.

1.2 Objetivos da pesquisa

Neste trabalho, a finalidade da andlise dindmica limita-se a verificacdo da
influéncia das forgas inerciais sobre as mudancas de temperatura e o seu efeito conjunto
na resposta estrutural. Vale ressaltar que este trabalho ndo tem o objetivo de investigar
0s mecanismos de dissipacéo de energia, e sim, verificar a sua influéncia. Desta forma,

a presente pesquisa tem os seguintes objetivos:

e Desenvolver cédigo computacional consistente para analise de trelicas pelo
Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP), levando em consideracéo os efeitos

das néo linearidades em problemas termomecanicos;

e Comparar as respostas mecanica e termomecanica, afim de evidenciar os

efeitos da termoelasticidade e termoplasticidade no comportamento estrutural,

e Avaliar o desempenho de diferentes algoritmos de integracdo temporal,
explicitos e implicitos, através de aplicagbes numéricas, inclusive, abordando problemas

de impacto;



e Referente a implementacdo da formulacdo n&o linear para problemas de
impacto, tem-se como objetivo investigar a configuragcdo exibida pela estrutura ao

impactar;

e Verificar a confiabilidade do cddigo desenvolvido através da comparacao com

resultados presentes na literatura especializada.

1.3 Organizagao do trabalho

O trabalho esta descrito em sete capitulos. O primeiro capitulo consiste nos

objetivos, justificativa e uma breve introducéo.

O segundo capitulo refere-se a nédo linearidade fisica, onde apresenta-se 0s
modelos elastoplastico perfeito e elastoplastico com encruamento, assim como 0
esquema para implementacdo dos mesmos. O terceiro capitulo € destinado a uma
abordagem conceitual e matematica da termomecanica, particularmente, fundamenta-se
as teorias da termoelasticidade acoplada e termoplasticidade. Enfatizando a
discretizacdo da equacéo diferencial de conducéo de calor, o quarto capitulo consiste na
aplicacdo do MEF em problemas termomecanicos acoplados.

No quinto capitulo apresenta-se a formulacdo néo linear posicional aplicada a
problemas dindmicos e a estratégia numérica adotada para a resolu¢cédo do problema néo
linear, onde descreve-se os algoritmos de integracdo temporal utilizados e o0 esquema de
impacto. O sexto capitulo apresenta as aplicacdes computacionais.

Por fim, no sétimo capitulo sdo apresentadas as conclusfes da pesquisa e
sugestdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Modelos Elastoplasticos

Neste capitulo, especifica-se o procedimento ndo linear empregado para modelar
0 comportamento elastoplastico no ambito unidimensional. Contudo, descrever e
eguacionar o comportamento dos materiais de maneira precisa é de extrema dificuldade,
consequentemente, torna-se indispensavel a utilizagdo de modelos simplificados
capazes de representar 0 comportamento real das estruturas com veracidade. Nesse
estudo serdo abordados os modelos elastoplastico perfeito e elastoplastico com
encruamento. Este capitulo apoia-se nos trabalhos de Simo & Hughes (1998), Chen &
Han (1988) e Dill (2007).

Tresca desenvolveu uma série de artigos entre 1864 e 1872, dando inicio a um
novo campo de estudo da resisténcia dos materiais, a plasticidade, tal pesquisador
realizou experimentos referente ao comportamento plastico de metais submetidos a
grandes pressdes, onde observou-se que o comportamento plastico surge quando a
tensdo maxima atinge um valor critico (Chen & Han, 1988). Posteriormente, em 1870, a
partir de uma série de publicagdes, Saint-Venant formalizou as equagfes fundamentais
da plasticidade (Rubert, 1993).

Em 1879, Bauschinger desenvolveu um tipo de extensémetro que permitia medir
alongamentos dos materiais ensaiados com precisdo de 10-%, desta forma, foi capaz de
determinar a tensdo de proporcionalidade dos materiais e percebeu que quando
superado esse limite, seja na tracdo ou na compressao, surgiam deformacgdes

permanentes e os limites de proporcionalidade eram modificados (Rubert, 1993).

Referente ao regime plastico, quando o0s materiais sdo carregados e
descarregados em uma direcao axial e, em seguida, recarregados na direcdo inversa,

eles podem obter durante a recarga, um nivel de tensdo menor do que o carregamento



realizado no sentido original (Yan, 1998). Este fendmeno é conhecido como efeito de
Bauschinger. Em outras palavras, tal fenbmeno esta relacionado a condigbes de
carregamento, no qual consiste em reducédo da tensdo de escoamento sempre que a

deformacéao imposta sobre um determinado material for invertida.

A movimentacdo relativa dos atomos promovida por determinada solicitacéo,
permite caracterizar dois tipos de deformacgdo, elastica e plastica (Neto, 1998). Ainda de
acordo com o autor, a nivel microscopio, a deformacdo elastica surge devido ao
movimento reversivel dos atomos, uma vez que retirado o carregamento recupera-se a
configuragdo atdmica inicial, enquanto que a deformacgdo plastica, surge devido ao
movimento irreversivel de linhas de discordancias. Referente ao comportamento plastico
com encruamento, caracteriza-se pelo aumento da densidade de discordancias,
provocado pela existéncia de defeitos que restringem o livre deslocamento de linhas de
discordancias.

O comportamento plastico de um material pode ser caracterizado, a nivel
macroscopico, pela ocorréncia de deformacdes permanentes, ou seja, irrecuperaveis,
observadas em um ciclo completo de carregamento e descarregamento (Schmidt, 2006).
As deformacdes de caréater plastico surgem quando a tensdo atuante excede a tensao de

escoamento (o) do material.

Para o estudo do comportamento plastico em problemas unidimensionais, adota-
se um ensaio uniaxial simples, ilustrado na Figura 2.1, onde é possivel visualizar o
comportamento tipico de um determinado material, submetido a um crescente esfor¢o de

tracao.

A Figura 2.1 esboca que até o nivel da tensdo de escoamento, referente ao trecho
OA, a relagdo tensdo-deformacédo é aproximadamente linear, no qual o comportamento
elastico linear é descrito pela lei de Hooke. No momento que a tenséo atuante ultrapassa
a tensdo de escoamento, apos o ponto A, as propriedades fisicas do material sédo
modificadas através da reorganizacdo interna dos cristais que constituem o material.
Referente ao trecho AB, devido as mudangas do modulo de elasticidade longitudinal ao
longo do processo, percebe-se que a inclinagdo da curva comeca a reduzir
gradativamente. O trecho BC caracteriza o descarregamento.
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Figura 2.1: Curva tensédo-deformacao.

As deformagbes elasticas despertam simultaneamente com as tensdes e
persistem constantes ao longo do tempo, contanto que as tensdes também continuem
constantes. Neste caso, conjuntamente, as deformacgdes e tensdes extinguem-se diante

de um processo total de descarregamento, sem nenhum valor residual.

A resolugéo dos problemas elastoplasticos é realizada mediante o emprego de
modelos matematicos, que descrevem o comportamento dos materiais e idealizam uma
aproximacdo para a relacdo entre as tensdes e deformagdes. Existe varios modelos
disponiveis na literatura especializada, neste estudo enfatiza-se o0os modelos
elastoplastico perfeito e elastoplastico com endurecimento linear. Por questdo de

praticidade, enfatiza-se o comportamento uniaxial de tracao.

2.1 Modelo elastoplastico perfeito

A Figura 2.2 ilustra a relagao tensédo-deformacao para o caso de tracdo uniaxial,
idealizada através do modelo elastoplastico perfeito. Neste modelo, quando a tenséo
solicitante atingir o nivel da tensdo de escoamento, o corpo perde a capacidade de

absorver acréscimos de tensdo, ou seja, a tensdo atuante jamais ultrapassa a tenséo de



escoamento. Vale destacar que ndo existe encruamento nesse modelo e quando o
patamar de escoamento € atingido o material escoa indefinidamente, onde todos os

acréscimos de deformagéo sao de natureza plastica.

O A

E=1g(a)

| .

0 g

Figura 2.2: Modelo elastoplastico perfeito.

Sob outra perspectiva, do ponto de vista energético, as deformacdes permanentes
constatadas em um processo de carregamento e descarregamento correspondem, na
realidade, a energia dissipada ao longo do processo, conforme a Figura 2.3. Para o
problema uniaxial, a quantidade de energia, de qualquer natureza, pode ser mensurada
através do célculo da area, delimitada pelas curvas de carga e descarga.

Para problemas elasticos, em um ciclo completo de carga e descarga, toda energia
acumulada é liberada, ou seja, a dissipacdo de energia é uma caracteristica Unica da
plastificacdo. Vale destacar que, conforme os postulados de Drucker, ao longo do
processo € impossivel, fisicamente, que um sistema libere uma quantidade de energia
maior do que a energia acumulada inicialmente (Proenca, 1988). Portanto, diferente da
elasticidade, a plastificacdo € consequéncia de processos particularmente dissipativos

gue se manifestam na microestrutura.

A partir da Figura 2.3 é possivel observar que a deformagéo total, ao longo do
regime elastoplastico, é dada pela soma das parcelas elastica e plastica. A existéncia de
deformacdes plasticas concede as relagdes constitutivas um comportamento néo linear.

No regime plastico ndo existe proporcionalidade entre tensdes e deformacdes, desta



forma, necessita-se conhecer o historico do carregamento, que é distinguindo pelo nivel

de energia dissipada.

O A OA

ENERGIA ENERGIA

" LIBERADA

ENERGIA
ACUMULADA

b %

-
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Figura 2.3: Ciclo de carga e descarga (Modelo elastoplastico perfeito).

Admite-se entéo, que os efeitos elastico e plastico podem ser analisados de forma
desacoplada, ou seja, que a deformacao total (¢) é definida pela soma das parcelas

elastica (£¢) e plastica (¢?), de modo que:
e=¢e®+¢€P (2.2)

A relagao linear entre tensdo e deformagao, em concordéancia com a lei de Hooke,

pode ser expressa por:
o = Ee® (2.2)

Onde, o representa a tensdo e E o médulo de elasticidade longitudinal.
Manipulando-se a Equacéo (2.1) obtém-se a deformacéo eléstica, dada por:

e¢=g—¢p (2.3)

A relagéo constitutiva para o modelo elastoplastico unidimensional € obtida através

das Equacgdes (2.2) e (2.3), escrita da seguinte maneira:
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0 = E(e — €P) (2.4)

A partir da Equacao (2.4), nota-se que a tensdo é definida através da diferenca
entre a deformacdo total e a deformacao plastica, na qual a existéncia da deformacao
plastica emprega a relagcdo constitutiva um carater ndo linear. Entdo, considerando a
continuidade das fungbes que descrevem as tensdes e deformacdes, em termos de
incrementos infinitesimais, as deformacgdes residuais surgem, ou apresentam alguma

alteracao, quando:
Ae? 0 (2.5)

Portanto, em termos incrementais, a relagao entre tenséo e deformacéao fica defina

pelas seguintes expressoes:
Ao = EAe® (2.6)
Ao = E(As — AeP) (2.7)

Conforme a Figura 2.3, no modelo elastoplastico perfeito, a tensdo ndo pode
exceder, em valor absoluto, a tensdo de escoamento. A condicdo de plastificacdo &
definida por uma funcéo f (o), na qual todos os estados admissiveis de tensdo satisfazem

a seguinte inequacao:
f@@)=lol—0, <0 (2.8)

A partir da expresséo (2.8) € possivel diferenciar os regimes elastico e plastico. O
desenvolvimento da plastificacdo, onde As? # 0, ocorre no momento que f(o) =0, ou
seja, quando |o| = o,. Se o campo de tensdo for f(o) < 0, entdo, o material apresenta

exclusivamente comportamento de natureza elastica, de maneira que:

Ae = Ag® (2.9)
Logo,

Ae? =0 (2.10)



11

Sendo assim,

Ao = E(Ae — AeP) = EAe = EAc® (2.11)

Numa segunda situacdo, considerando-se f (o) = 0, seja 0 novo estado definido
por f(o + Aco) =0, entdo, existe um acréscimo de deformacgdo para o acréscimo de
tensdo. Portanto, referente a um incremento de tensédo, f(o) = 0 pode ser interpretado

como critério para que haja variacdo de deformagéo plastica.

Além disso, define-se um escalar A4, que se remete ao valor absoluto do
incremento de deformacédo plastica, caso exista. As deformacfes de origem plastica
podem surgir tanto na compressdo como na tragcdo, no qual sédo validas as seguintes

relagdes:
AP =A2 =0 se o=a,(>0) (2.12)

As? = —-A1 <0 se o=-0,(<0) (2.13)

Em consequéncia das Equagbes (2.12) e (2.13) apresentarem sinais idénticos,
incorpora-se ao equacionamento um operador de sinal, definido por sign(.),

responsavel por indicar o sinal da tensdo. Desta forma, pode-se escrever:

Ae? = Alsign (o) se f(o) =0 com AxA>0 (2.14)

Onde,
sign (o) =—-1, para 0<0 (2.15)
sign () =+1, para 0c>0 (2.16)

Simultaneamente, para qualquer estado de tensdo, f(¢) =0 e A1 obedecem a

duas condi¢des, denominadas de condicdo de complementaridade e de consisténcia.

A condi¢do de complementaridade expde o comportamento simultdneo do critério
de plastificacdo e do incremento de deformacao plastica. No regime eléastico do modelo,

tem-se:
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AM=0 e f(o)<0O (2.17)
Enquanto que no regime plastico, observar- se que:
AMM=0 e f(o)=0 (2.18)

Desta forma, a condicdo de complementaridade, através da combinagdo das
Equacgdes (2.17) e (2.18), pode ser expressa por:

Af(a) =0 (2.19)

Seja um estado atual de tensdo, onde f(o) = 0, considerando que no préximo
incremento exista um A4 maior que zero, entdo o novo estado de tensdo também devera
verificar o critério de plastificacdo, ou seja, f(o + Ag) = 0. Portanto, a condicdo de
consisténcia garante que o carregamento de um estado plastico, ird conduzir a outro
estado plastico, sendo que, enquanto o material permanecer em regime plastico, o critério
de plastificacdo serd atendido. Desta forma, sendo a fungdo f continua, pode-se

escrever:
f(o +Ac) = f(0) + Af (0) (2.20)

Isso posto, os regimes elastico e plastico podem ser descritos, respectivamente,

pelas Equacdes (2.21) e (2.22).
AA=0 e Af<O (2.22)
AA>0 e Af=0 (2.22)

A combinagao das Equacdes (2.21) e (2.22) resulta na condi¢ao de consisténcia,

dada por:

AMAF =0 (2.23)
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Portanto, vale reiterar que, no regime elastoplastico perfeito a tensao de
escoamento condiz com a de colapso, no qual, atingido tal nivel de tensdo, as

deformacdes evoluem de modo ilimitado.

2.2 Modelo elastoplastico com encruamento linear positivo

Neste modelo, o intervalo eldstico inicial € modificagdo durante a evolucdo da
plastificacdo, seja em tamanho (encruamento is6tropo), posicdo (encruamento
cinematico) ou numa combinagdo de ambos (encruamento misto). Tais modelo serdo

descritos no que segue.

2.2.1 Modelo elastoplastico com encruamento is6tropo

A Figura 2.4 ilustra a relagdo entre tensdo e deformacdo através do modelo
elastoplastico com endurecimento linear isotropo. O modelo matematico com
encruamento isétropo é caracterizado pela expansao do intervalo elastico ([—oy,0y]) de
modo simétrico ao seu centro. Referente ao regime plastico, a tensao varia de acordo

com os acréscimos de deformacgéo.

Oa
A gla)=E

K a)I
ol Ao _ EK
(6) (E+K)

O’lv

Figura 2.4: Modelo elastoplastico com encruamento is6tropo.
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Através da Figura 2.4 é possivel observar que a tensdo de escoamento e o limite
elastico sao variaveis, nos quais podem ser controlados pelo parametro de encruamento
K. De maneira analoga ao modelo elastoplastico perfeito, para um ciclo completo de
carga e descarga, a Figura 2.5 ilustra 0 modelo elastoplastico com encruamento sob

perspectiva energética.

OA O A

o NN ‘ o,

:ENERGIA ‘ENERGIA | ENERGIA
. ACUMULADA :DISSIPADA- LIBERADA
0 :C; 0 C D yg

——
e

Figura 2.5: Ciclo de carga e descarga (Modelo elastoplastico com encruamento).

Analisando a Figura 2.4, em fungéo do histérico da plastificacdo, percebe-se que
o limite elastico inicial € modificado sucessivamente para (—oy + Kw) e (oy + Kw),
indicado no eixo das tensdes. O termo K é denominado de mdédulo plastico de
encruamento is6tropo. O parametro w € uma variavel interna que registra o histérico das
deformacdes plasticas. Referente a relacéo entre tenséo e deformacdo, a interacao entre

K e w define a inclinag&o da reta que representa o regime de endurecimento (trecho AB).

Normalmente, postula-se que o encruamento seja uma funcdo da deformacao
plastica acumulada (Torres, 2003). Vale ressaltar que, a singela existéncia de
deformacgdo plastica em determinado instante, independente do sinal, € mais do que o

necessario para promover a expansao do intervalo inicial das tensdes admissiveis.

A lei de evolucao do pardmetro w esta diretamente vinculada a lei de evolucéo das

deformacgdes plasticas, sendo:
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Aw = |AeP] (2.24)

A Equacéo (2.24) declama que a evolucdo das deformac@es plasticas, seja por
tracdo ou compressao, promove aumento do intervalo eléstico inicial, em outras palavras,

produz encruamento. Combinando a Equacéo (2.24) com (2.14), tem-se:
Aw = AA (2.25)

Tendo em vista as condigbes expostas até o momento, o critério de plastificacdo
pode ser modificado através da inser¢cdo do encruamento, conforme a expressao (2.26).

f(o,w) =|o| — (oy + Kw) <0 (2.26)

Vale destacar que as condi¢bes de complementaridade e consisténcia, discutidas
anteriormente, continuam sendo pertinentes para o modelo com encruamento. Em

conformidade com a Equacao (2.26), tem-se as seguintes relagoes:
As?» =AA >0 se o= (o, +Kw) (>0) (2.27)
AeP = —AA <0 se o=—(oy +Kw) (<0) (2.28)

Portanto, a Equacédo (2.14) também é valida.

Através da condicdo de consisténcia pode-se estabelecer uma relagcdo explicita
para A4, visto que, a taxa de variacdo da funcédo de tensdo pode ser definida por:
of of

Af:%Aa+%Aa) (2.29)

Recordando as Equagbes (2.7), (2.14), (2.25) e considerando

g—i = sign(o), a expressao (2.29) pode ser rescrita da seguinte forma:

Af =sign(o)EAs — AM(E+K) <0 (2.30)

Considerando Af = 0, consequentemente A4 > 0, ent&o:
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sign(o)EAe

= < 2.31
A E+K) (2.312)

Manipulando-se as e Equagdes (2.7), (2.14) e (2.31), obtém-se:
pev = LAE 2.32
CTEFD (2.32)
Ao = EK A A1 >0 2.33
a_(E+K)£ se (2.33)

A relacdo EK/(E + K) caracteriza o médulo elastoplastico tangente, alusivo ao
intervalo de encruamento. Outrossim, combinando as Equagdes (2.32) e (2.33), obtém-
se o significado fisico do médulo plastico de encruamento, expresso por:

Ao
— = 2.34
AsP K ( )

2.2.2 Modelo elastoplastico com encruamento cinematico

Diferente do modelo de encruamento isétropo, no modelo elastoplastico com
encruamento cinematico ndo ha alteracdo do tamanho do intervalo elastico inicial, porém,
de acordo com o desenvolvimento do processo de plastificagdo, tal intervalo sofre
mudanca de posi¢cao no eixo das tensoes.

A partir da Figura 2.6 é possivel observar que o centro do intervalo elastico se
desloca em sentido e quantidade, ambos controlados pelas deformagdes plasticas. Isto
posto, tem-se que o deslocamento do intervalo fica caracterizado pela variavel q, sendo
na verdade, uma funcéo da deformacéao plastica. A Figura 2.5 também é valida para este
modelo. Ainda conforme a Figura 2.6, observa-se que a plastificacdo decorrente dos
esforcos de tracdo modifica o limite elastico a tracdo para (o, + q) e reduz (em mdédulo)

o limite eldstico a compresséo. Essa “assimetria” induzida pelo modelo de encruamento
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cinematico permite representar o efeito de Bauschinger (Torres, 2003), comum a um

grande niumero de materiais.

n
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Figura 2.6: Modelo elastoplastico com encruamento cinematico.

Portanto, a lei de evolugédo do parametro q € descrita por:
Aq = HAeP (2.35)

Onde H é modulo plastico de encruamento cinematico.
Desta forma, o critério de plastifica¢éo fica definido por:

flo.q) =lo—ql—0, <0 (2.36)

De maneira andloga aos modelos anteriores, os incrementos de deformacao

plastica sdo definidos pelas seguintes condi¢cdes:
AP =A1 >0 se oc—q=o0, (>0) (2.37)

AP = —-AA<0 se og—q=—-0, (<0) (2.38)

Logo,
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AeP = Adsign(o — q) (2.39)

Sendo que,
sign(c —q) =+1, para (6—q) >0 (2.40)
sign(c —q)=-1, para (6—q) <0 (2.41)

Combinando-se as Equacg0es (2.35) e (2.39), tem-se:

Aq = AAHsign(o — q) (2.42)

2.2.3 Modelo elastoplastico com encruamento misto

Através da combinag&o dos modelos vistos anteriormente, isétropo e cinematico,
obtém-se 0 modelo elastoplastico com encruamento misto. Neste modelo, o critério de

plastificacdo é dado por:
flo,qw)=lo—ql—(oy +Kw) <0 (2.43)

As definicdes e relagdes abordadas nos modelos anteriores complementam o
modelo misto. De maneira analoga ao modelo com encruamento isotropo, através da

condicao de consisténcia obtém-se uma expressao explicita para A1, sendo:

of of of

=—Ac+—Ag +—
Af ==—Ao 3 Aq + == Aw (2.44)

of dlo—ql of 0dlo—ql of
= + + — 2.4
A = ole—al 90 2T alo—q ag 29T 3,2¢ (2.45)
Logo,

Af = sign(o — q)EAe — AME + H + K) (2.46)

Tomando Af = 0 tem-se A1 > 0. De modo consequente, obtém-se:
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_ sign(o — q)EAe

M= (2.47)
A”—E—A‘S 2.48
T EFH+K) (2.48)

_ E(H+K)
AG—mAS (249)

2.3 Algoritmo para a analise incremental-iterativa

Para discretizacdo através do MEF, por conveniéncia, para a andlise ndo linear
incremental-iterativa, emprega-se o procedimento em passo finito para a verificagdo do
modelo constitutivo. Referente as expressdes apresentadas anteriormente, a diferenca

conceitual é caracterizada pelo passo finito e ndo mais em forma infinitesimal.

Para um determinado passon + 1 do procedimento, admite-se que 0 acrescimento
de deformacdo total Ag,, € conhecido. Desta forma, deseja-se determinar os acréscimos
Al Aw, e Ag,, tais que as relagdes que descrevem o modelo constitutivo sejam
analisadas no novo estado. Portanto, as variaveis de interesse ao final de cada passo
sao definidas por:

Eq41 = & + Ag, (2.50)
el =&l + Al (2.51)
Wneq1 = W, + A, (2.52)
Op+1 = 0y, + Ao, (2.53)

As relacbes apresentadas anteriormente continuam sendo vélidas. Porém,
particularmente, (o) = 0 deixa de ser condi¢cdo necessaria para que exista variacao de
deformacgdo plastica, haja visto que pode haver evolucdo do comportamento plastico
partindo-se de f (o) < 0.
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Empregar-se um algoritmo de resolucao implicito, caracterizado por uma etapa de
previsdo e outra de correcdo. A etapa de previsdo € retratada pelo critério de
plastificacdo. Desta forma, obtém-se os valores da tensdo total e da fungcdo de
plastificacdo, denominados de tentativa, dados por:

Opi1 = E(€ns1 — 2h4) (2.54)
far1 = 10541 — qnl = [oy + K] (2.55)

Caso f;f,, seja negativo, ou nulo, tem-se uma resposta puramente elastica, caso
contrario, o passo tem caréater plastico. Caso exista manifestacdo das deformacdes
plasticas, executa-se a etapa de correcao ao longo do processo iterativo, onde os valores
previstos séo atualizados. O Quadro 2.1 esquematiza o algoritmo para a verificagao em

passo finito do modelo constitutivo elastoplastico com encruamento misto.



Quadro 2.1: Algoritmo — Modelo elastoplastico com encruamento misto.

A. Inicializagdes {¢¥, w,, qn}

B. Deformacéo total
Eny1 = & + Ay

C. Calculo da tenséo eléastica e verificagdo do carregamento plastico
Opy1 = E(5n+1 - 5£+1)
fav1 = 1051 — qnl — oy + Kw, ]

C.1 Se ff,; < 0 execute C.2, sendo va para C.3

C.2 Passo Eléastico:

14 — b
n+1_£n

&

— p
On+1 — E(£n+1 - gn)
Wn41 = Wy

Qn+1 = Qn

C.3 Passo Plastico:

w = fhn

= >
E+K+H 0

On+1 — Urtl+1 — EAA, Sign(artlﬂ —qn)
el =&k +A,
qrzi+1 = qz + HAA, sign(oy 41 — qn)

Wiy = A + A/171

D. Fim
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CAPITULO 3

Modelos Termomecanicos

A termomecanica refere-se a influéncia do estado térmico de um corpo sélido
sobre a deformacéo e a influéncia da deformacédo no estado térmico. Em muitos casos,
o efeito da deformacé&o sobre o campo do estado térmico pode ser ignorado. Isto leva a
uma analise termomecanica dissociada ou desacoplada, para a qual apenas o efeito do
campo de temperatura na deformacéo esté presente (Ortekus et al., 2014).

A termoelasticidade pode ser definida como a parte da termomecanica que se
ocupa em determinar a resposta de um corpo de comportamento elastico submetido a
esforcos térmicos e mecéanicos. Segundo Sherief et al. (2004), o estudo da
termomecanica teve inicio no século XIX por meio dos trabalhos de Duhamel em 1837 e
Neumann 1885, onde introduziu-se a teoria da termoelasticidade desacoplada, sendo a
determinacado da resposta mecanica do corpo influenciada pela temperatura.

Os estudos experimentais e os modelos tedricos da termomecéanica avangaram
simultaneamente, onde a realizagcdo de experimentos mais refinados deu origem a
modelos matematicos mais precisos e eficientes. Seguindo o trabalho de Fourier em
1822, sobre conducdo térmica, Duhamel foi o primeiro pesquisador a estudar o
comportamento termomecanico em sélidos, onde considerou a sobreposicdo dos
problemas da elasticidade e conducgdo térmica desacoplados, aplicado a problemas
térmicos com geometrias esféricas e cilindricas (Sadik & Yavari, 2015). Posteriormente,
a formulac&o classica da termoelasticidade desacoplada foi efetivada por Neumann em
1885 (Hetnarski & Eslami, 2009). Desde entdo, problemas elasticos desacoplados de
conducdo de calor tém sido estudados extensivamente e varias solugbes exatas e

numéricas podem ser encontradas na literatura.
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Os primeiros estudos foram dedicados a problemas estaticos. Danilovskaya (1950)
foi o primeiro pesquisador a tentar incluir os efeitos de inercia em problemas transientes
termoelasticos, embora tais problemas apresentassem natureza simples, a solugdo dos

mesmos iluminou o processo de transmissdo de tensdes térmicas.

Porém, a teoria da termoelasticidade desacoplada estava em desacordo com
resultados experimentais. Essa teoria pode ndo ser satisfatéria para determinados
problemas transientes, onde verificagbes experimentais mostram que a deformacéo
influencia o estado térmico (Stanley, 2008). Stanley (2008), experimentalmente, enfatiza

a influéncia da deformagéo no estado térmico.

Biot (1956) desenvolveu a teoria classica da termoelasticidade acoplada, onde as
equacdes da elasticidade e da conducgao de calor sao interdependentes, desta forma,
lidando com o desacordo citado anteriormente. Biot (1956), forneceu as equacgdes que
governam a teoria acoplada através da combinagcdo da teoria da elasticidade com a
primeira e segunda lei da termodinamica. Nesta teoria, a equacado que descreve a
conducdo de calor é parabdlica, sendo a velocidade de propagacéo de calor em um meio
elastico infinita, novamente apresentando-se inconsistente frente as observacdes

experimentais. Com esta motivagéo, surge a teoria da termoelasticidade generalizada.

A teoria da termoelasticidade generalizada foi sendo modificada ao longo dos
anos. Na primeira teoria apresentada por Lord & Shulman (1967), a lei de conducao de
calor é alterada de maneira a considerar o fluxo de calor e sua derivada no tempo, onde
se considerou um parametro de tempo de relaxamento para garantir velocidade finita de
propagacéo de calor. Na segunda teoria desenvolvida por Green & Lindsay (1972), as
equacdes constitutivas sdo modificadas por meio da insercdo de dois parametros de
tempo de relaxamento. Green & Naghdi (1993) fundamentaram uma nova teoria da
termoelasticidade generalizada baseada nos balancos de energia e de entropia, em que
a dissipacdo de energia ndo é permitida. Posteriormente, Green & Naghdi (1995)
apresentaram o caso mais geral para a teoria da termoelasticidade generalizada, onde a
dissipacao de energia é levada em consideragao.

Porém, tais teorias ndo conseguem descrever com fidelidade o comportamento

termomecanico de corpos elastoplasticos, sendo assim, com o intuito de representar tal
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comportamento com maior veracidade, Dillon Jr. (1963) desenvolveu a teoria da

termoplasticidade.

Vaz Jr. et al. (2011) ressaltam que, apesar da solucdo do problema de condugéo
de calor ndo manifestar grandes complexidades para a maioria dos materiais, a estratégia
de modelamento da interdependéncia térmica e mecanica persiste sendo um desafio em
problemas né&o-lineares. O estudo do comportamento ndo linear em problemas
termomecanicos continua sendo tema de varias pesquisas, em distintas areas, onde
podemos destacar os trabalhos de Rajagopal (1995) e Rajagopal et al. (1996), Canadija
& Brnic (2009), Ozakin & Yavari (2010) e Yavari & Goriely (2013).

A partir dessa breve introducéo, tem-se na sequéncia uma revisdo dos conceitos
de termoelasticidade acoplada e termoplasticidade. A formulag&o exposta nesse capitulo
encontra-se em Parkus (1976), Simo & Miehe (1992), Holzapfel (2000), Lewis et al. (2004)
e Nicholson (2008). Ademais, notacao indicial para o equacionamento é utilizada quando

conveniente.

3.1 Teoriaclassica datermoelasticidade acoplada

A teoria classica da termoelasticidade retrata o comportamento elastico e térmico
de meios elasticos e condutores de calor, em particular, as a¢gdes reciprocas entre as

tens@es elasticas e diferencas de temperatura (Khalifa et al., 2004).

A termoelasticidade vem sendo empregada em diversas areas, destacando-se a
aplicacdo em problemas estaticos (Copetti, 1999; Shahani & Nabavi, 2007) e dinamicos
(Chen & Dargush, 1995; Norris, 2006; Shahani & Bashusgeh, 2014).

Outros métodos de analise tém sido adotados para lidar com problemas
termoelasticos acoplados. Como por exemplo, Soler & Brull (1965) utilizaram técnicas de
perturbacdo e, mais recentemente, Lychev et al. (2010) determinaram uma solucéo de
forma fechada por uma expansao das proprias fungdes geradas pela conducao de calor

e equacdes de movimento.
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Aproximacdes numeéricas para equagdes termoeldsticas sdo comumente
encontradas utilizando-se o MEF. Modelos de MEF termoeléstico transiente foram
desenvolvidos por Nickell & Sackman (1968) e Ting & Chen (1982), sendo comparados
com solugdes analiticas para problemas unidimensionais. Rand & Givoli (1995)

desenvolveram modelos dindmicos termoelasticos de MEF.

Para materiais ortotrépicos, a descricdo do comportamento termoelastico pode
ser visto nos estudos de Lu & Pister (1975), Vujosevic & Lubarda (2002) e Lubarda
(2004). Outra area de pesquisa, bastante difundida, € o estudo de estruturas com
comportamento anisotropico (Deb et al., 1991; Li, 1992; Clayton, 2013; Mahmoud et al.,

2015)

Xia et al. (2014) desenvolveu um estudo focado na resposta dinamica
termoelastica bidimensional para um corpo isotrépico homogéneo submetido a uma fonte
de calor. Serra & Bonaldi (2009) apresentaram uma formulacéo de elementos finitos para

amortecimento termoelastico, onde o mesmo é obtido a partir do fluxo de entropia

irreversivel devido aos fluxos térmicos causados por variages de tensdes volumeétricas.

3.1.1 Leide Fourier

A transmisséo de calor pode ser interpretada como a propagacéao de energia entre
regides em um mesmo meio, decorrente da diferenca de temperatura entre as mesmas.
A condugéo é uma forma tipica de transmissado de calor, consistindo na transferéncia de

energia devido a interagcdo entre as particulas que compdem o sistema.

A Equacéo (3.1) define a lei fundamental da transmissé&o de calor por condugéo,
denominada de lei de Fourier, onde a mesma afirma que o fluxo de calor devido a

conducdo térmica é proporcional a magnitude do gradiente térmico.

T
q; — —k ani (31)
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Onde q € o fluxo de calor pela superficie, n € a normal a superficie considerada, T é a

temperatura e k € o coeficiente de condutividade térmica.

O sinal negativo da Equacéo (3.1) refere-se ao fato da transferéncia de energia
positiva ocorrer em direcéo da diminuicéo da temperatura, ou melhor, na dire¢éo negativa

do gradiente de temperatura.

3.1.2 Primeiralei da termodinamica

A primeira lei da termodinamica (Lei da conservacdo de energia) afirma que o
acréscimo de calor e/ou trabalho, em um sistema inicialmente em repouso, resulta em
acréscimos de energia do sistema. A partir de tal afirmacgéo, o principio da conservagao
da energia é expresso pela seguinte equacao:

AU = AQ + AW (3.2)
Sendo, AU a variagéo de energia, AQ a variagdo de calor e AW a variagéo de trabalho

mecéanico do sistema.

A primeira lei da termodinamica estabelece que durante um processo ciclico
gualquer, percorrido por um sistema, a integral ciclica (somatério sobre todo o ciclo), do
calor é proporcional a integral ciclica do trabalho. A partir disto, tem-se:

ZQ:ZW (3.3)

ciclo ciclo

fo=fw @

A fim de obter uma forma mais adequada para a lei da conservagao de energia,

reescreve-se a mesma em termos do fluxo de calor. Logo:

. d 1d ) d .
_du 1 (mv)+ (mgz)+W

= 3.5
dt 2 dt dt (3-3)
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Onde Q representa o fluxo total de calor, m é a massa do sistema, v é a velocidade, g é

a aceleragdo da gravidade e z é a altura em relac&o ao referencial do sistema.

A primeira parcela da Equacéo (3.5) refere-se a energia interna, enquanto que a
segunda e terceira parcela representam, na devida ordem, a energia cinética e energia

potencial.

A Equacdao (3.6) define o fluxo total de calor em um sistema. A primeira parcela
corresponde ao fluxo de calor que entra ou sai da superficie, enquanto que a segunda

parcela representa o calor gerado internamente.

f 0dA = —f q;n;dA +f Rdm (3.6)
A A

m

Onde A e R definem a area e o calor gerado, respectivamente.

A expressédo (3.7) expde a equacdo de energia, obtida através da manipulacao
das Equacdes (3.5) e (3.6). A taxa de trabalho W é definida pela soma das taxas de
trabalho provenientes das forcas externas, em virtude da consideragdo do peso préprio
nas equacoes das forgas de corpo. A velocidade fica definida pela primeira derivada das
posicdes em relacdo ao tempo, indicada por x;.

d d 1 i i
—fudm+—f —xiy'cidm:f Rdm—f qin; dA+f Fixidm+§ fi x;dA (3.7)
dt dt J,, 2 m p m P

m

O primeiro e segundo termos do lado esquerdo da Equacéo (3.7) representam,
nessa ordem, a energia interna do sistema e a energia cinética. O lado direito da Equacéo
(3.7) abrange as fontes de calor interna, o fluxo de calor pela superficie do corpo e a taxa
de trabalho das forcas externas, respectivamente.

3.1.3 Equacéo diferencial de conducéo de calor

A determinagdo do campo de temperatura em um corpo é realizada através da
solugcao da equacéao diferencial da conducao de calor, sujeita a determinadas condicdes
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iniciais e de contorno. A lei da conservacao de energia (Equacéao (3.2)) pode ser reescrita
contemplando somente a variacdo de energia calérica do sistema. Logo, tem-se a

igualdade:
AU = AQ (3.8)

Sendo o volume arbitrario (V), a variacdo de energia pode retratada da seguinte

maneira:

Au—f u (3.9)
), Pat '

Sendo p a densidade do material.

O calor especifico € determinado pela variacdo de energia interna em relacéo a

temperatura, expresso por:

du

- 3.10
A partir das Equacoes (3.9) e (3.10), tem-se:
AU—f dudev—f aT v (3.11)
— ), Parac® T ), Par |

Conforme mencionado anteriormente, a variagcao de calor € caracterizada por duas
parcelas, referentes ao fluxo de calor que entra ou sai da superficie e o calor gerado
internamente. A partir da lei de Fourier e do teorema de Gauss, o fluxo de calor pela

superficie pode ser reescrito da seguinte maneira:

A %4

A Equacéo (3.13) é fruto do balango de energia obtido pela combinacdo das
Equacdes (3.6), (3.11) e (3.12), além da aplicacdo do teorema da conservacdo de massa.
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dr
f <pce kv T - pR) dv =0 (3.13)
%4

Para um volume arbitrario:

dT
pcea—kv2 T—pR=0 (3.14)

3.1.4 Principio da taxa de trabalho

Conforme o principio da taxa de trabalho, a taxa da mudanca de energia cinética
€ igual a taxa de trabalho de todas as for¢cas externas e internas, definido por:

a1, _f
de) 2*iem=

m

A %4

Sendo &;; o tensor de taxa de deformacdo e o;; 0 tensor de tensdes.

A ultima parcela da Equacgéo (3.15) representa o trabalho realizado pelas forgas
internas. Substituindo a Equacéao (3.15) em (3.7), aplicando-se o teorema de Gauss e 0

teorema da conservacdo de massa, tem-se:

|4 |4
|4

3.1.5 Segunda lei datermodinamica

A Equacéo (3.17) é denominada inequacdo de Clausius e diz que o trabalho é
gerado a partir de uma diferenca de temperatura entre dois corpos ou através do calor
gerado por um meio externo, onde o calor ira fluir do corpo com maior calor para 0 corpo

com menor calor.
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. 7, R
f Sdm > —f qin dA+f = dm (3.17)
m A T m T

Onde S é a entropia, sendo sua taxa de mudanca dada por S, e T a temperatura absoluta.

A partir do teorema da conservacao da massa e de Gauss, a inequacao pode ser

expressa por:

. R qi
> — — — 3.18
fv Spdv_fv —pdV fv (T)'dV (3.18)

,L

Para um volume arbitrario, a Equacéao (3.19) é obtida derivando-se a Gltima parcela

da Equacéo (3.18) em relacao a posigao.

pTS = pR — q;; + %TL (3.19)

A partir da combinagao das Equacdes (3.19) e (3.16) tem-se a Equacéao (3.20),
denominada inequacéao de Clausius-Duhem (Holzapfel, 2000; Santaoja, 2004).

p(i = TS) < 0yyéy — 2T, (3.20)

3.1.6 Energialivre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz € uma grandeza que mensura a quantidade de
energia de um sistema que pode ser transformada em trabalho. As expressdes (3.21) e

(3.22) definem, respectivamente, a energia livre de Helmholtz (®) e sua taxa ((D)

®(e;,T)=U—-TS (3.21)
. e . 0D 0D
@(e;,T) = U-TS=TS=g—éy+oT (3.22)

J

Substituindo a Equacéo (3.22) em (3.16) e (3.20), nessa ordem, tem-se:
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0P . e . . ~

PE—GU 5ij+p<ﬁ+S)T+p(TS—R)+qi'i_0 (3.23)
P ) 0o . Qi

PE—GU 5ij+p<ﬁ+S)T—?TiSO (3.24)

Os termos ¢;; e T s&o arbitrarios, onde q:i» q; € as expressdes dentro dos

parénteses devem respeitar a igualdade. Sendo assim,

L
O-ij —_ pa(‘;‘ij (325)
09
- 3.26
S 3T (3.26)
dii = — P(TS - R) (3.27)
q;T; <0 (3.28)

As Equacoes (3.25) e (3.26) sdo equacbes constitutivas do material, sendo que
expressam a relacao tensdo-deformacéo e a entropia do sistema, respectivamente. A
Equacao (3.27) indica a equacéao de condugéo de calor. Substituindo as Equagdes (3.26)
e (3.27) em (3.22), tem-se:

2o 9%k
qii = pT 6£ij6T£ij +topa T |t PR (3.29)

3.1.7 Potencial elastico

O potencial elastico (W) define as propriedades elasticas de um corpo mediante a
relacéo tensdo-deformacéo. A relacdo tensdo-deformacdo da Equacao (3.25) pode ser

escrita da seguinte forma:



32

oV

%= e (3.30)

A expressao (3.31) apresenta a relagédo entre o potencial elastico e a energia livre

de Helmholtz.
Y =p® (3.31)

A partir da concepcgao que diferencas de temperatura provocam esforgos internos
e da lei de Hooke, tem-se a Equacéo (3.32).

1 v
& vakk5ij) + 0{95ij (332)

fzz(aif—f

Onde v é o coeficiente de Poisson, G € o0 médulo de elasticidade transversal, ¢ é o

coeficiente de expanséo térmica e 8 é a variagdo de temperatura.

A partir da inversa da Equacgéao (3.32), com o objetivo de isolar as tensdes, tem-

Se:

1+v

=26 (2 + T 000~ 15y

«03y) (3.33)
O delta de Kronecker (§;;) refere-se a deriva do trago do tensor de deformagdes
(8exx/0e;5). Logo, 0 potencial elastico é obtido através da integragéo da Equag&o (3.33)

em relagao a ¢;;, dado por:
v 2(1+v)

‘PZG(SL-Z]-+ z

mé‘kk - ﬁaesk,{> + f(H) (334)

O termo f(0) expressa uma caracteristica ndo-linear térmica do material, onde tal
termo pode assumir a configuragao de uma funcéo dependente somente da temperatura

e de qualquer ordem (Carrazedo, 2009).
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3.1.8 Equacédo de conducéo de calor termoeléstica

O calor especifico pode ser definido da seguinte maneira:

aS
—72 3.35
A partir das Equacdes (3.26), (3.29) e (3.35) obtém-se a seguinte expressao para

a conducéo de calor:

kT;=p (ceT —R-T 0% éi-> (3.36)
' dg;;0T

Lembrando-se que a temperatura absoluta (T) é equivalente a soma da

temperatura de referéncia (6,) com a variacdo de temperatura (6), onde a temperatura

de referéncia é constante e ndo varia no tempo nem no espaco. Para uma pequena

variacdo de temperatura, considera-se que a temperatura absoluta € a propria

temperatura de referéncia. Sendo assim, a Equacéao (3.36) pode ser reescrita da seguinte

maneira:

. 920
kHVii =p Ceg —R— 90 9e.-90 Sij (337)
9]

Substituindo a Equacéo (3.34) em (3.37), tem-se:

1+v
kHVii =2G

Por simplificacéo, o termo f(8), quando derivado foi considerado constante em

relacdo a temperatura.
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3.1.9 Equacéo de equilibrio termoelastica

Para apresentar a equacao de equilibrio termoelastica € necessério retomar o
principio da taxa de trabalho (Equacdo (3.15)). Sendo assim, para materiais com
comportamento elastico, integra-se a parcela referente ao trabalho realizado pelas for¢as
internas e aplica-se o teorema da divergéncia, respectivamente, conforme a Equacéo
(3.39).

% 14 4 v

(3.39)
= f O'ijxinjdA - f O'ij'jxi av
A 14
Substituindo a Equacéo (3.39) em (3.15) e organizando os termos, tem-se:
14 A
A igualdade da Equacéo (3.40) deve ser atendida, para qualquer x;, logo:

A expresséao (3.41) define a equacao de movimento, e a Equacéo (3.42) define o
vetor de tensbes. A partir da relagdo constitutiva termoelastica (Equacéo (3.33)), a

equacao do movimento pode ser reescrita da seguinte maneira:

1+v

v
[26 <£ij + mskké‘” - mae&j) '

l +F —%p=0 (3.43)
V]

O comportamento termomecéanico de um corpo elastico e condutor de calor é

descrito pelas equac¢fes de conducdo de calor transiente (Equacéo (3.38)) e equilibrio
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dindmico local (Equacédo (3.43)), sendo estas as principais equacdes da teoria da

termoelasticidade acoplada (Carrazedo, 2009).

3.2 Termoplasticidade

Desde os trabalhos experimentais de Farren & Taylor (1925) e Taylor & Quinney
(1934) percebeu-se que parte do trabalho plastico era convertido em calor. Tais autores,
através de varios experimentos, mensuraram o trabalho mecéanico plastico convertido em
calor. Destacando-se assim, a necessidade de estudar o comportamento termoplastico

dos materiais.

Dillon Jr. (1963) e Perzyna & Sawzcuk (1973) foram pioneiros no estudo da
termoplasticidade, apresentando as primeiras tentativas em desenvolver modelos
constitutivos contemplando o trabalho plastico e os efeitos térmicos. Posteriormente,
Lemonds & Needleman (1986), Simo & Miehe (1992) e Canadija & Brnic (2004)
apresentaram formulacdes para o mesmo problema lidando com grandes deformacdes.
Embora as investiga¢cées no campo da termoplasticidade j& estejam ativas por um longo
tempo, a abordagem atual sobre tal tema, foi apresentada inicialmente por Simo & Miehe
(1992).

Em Simo & Miehe (1992), uma formulagdo termodinamicamente consistente do
problema acoplado foi apresentada, abordando detalhadamente o desempenho e os
aspectos numéricos que envolve a implementacdo do MEF, através de um amplo

conjunto de simulagdes numéricas.

O objetivo da andlise termoplastica é descrever a evolucado da temperatura e a
geracao de calor em um corpo sujeito a deformacdes inelasticas. Para tal, faz-se uso de
principios béasicos, como equagdes de equilibrio, leis da termodindmica e potenciais
associados as variaveis internas (Rosakis et al., 2000).
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3.2.1 Primeira e segunda lei da termodinamica

A equacao de calor da termoplasticidade firma-se na primeira e segunda lei da
termodindmica. Na forma da inequacéo de Clausius-Duhem, tem-se:

pu—oy;é;+q; —pR=0 (3.44)
pOS — pR + +q;; — %Qi >0 (3.45)

Trazendo novamente o conceito de energia livre de Helmholtz e a combinando

com as Equacdes (3.44) e (3.45), obtém-se:

Logo,
—p®d — pSO +0;;€;; = A (3.47)

Sendo A e %Qi a dissipacgdo interna e térmica, respectivamente.

Logo, a expressao (3.48) define a equacgao de conservacao de energia em termos
da dissipacao interna.

p6S = A — q:; + PR (3.48)

3.2.2 Teoria das variaveis internas

Conforme Carrazedo (2009), a forma mais comum de desenvolver a plasticidade
€ adicionar as relagdes constitutivas variaveis internas que representam a deformacao
plastica e/ou superficie de escoamento. Introduz-se aqui duas variaveis, que séo a

deformacdo plastica (sipj) e a variavel de endurecimento (¢;).
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Neste trabalho a decomposicdo do tensor de deformacédo é definido de forma
aditiva, onde a deformacéo total é resultado da soma das parcelas eléstica e plastica,
conforme visto no capitulo anterior. Relembrando, o tensor das deformagdes elésticas é

definido por:

e —

&j = &j — gipj (3.49)

A partir da Equacéo (3.49), tem-se que a taxa da energia livre de Helmholtz pode
ser expressa pela Equagéao (3.50). Por questao de praticidade, a partir desse momento o
gradiente de temperatura 8 ; passa a ser definido por 0.
. 0D oo , 0b. 0. JIP.
b=—=:c.,——=¢ Q] (350)

+—& +—0 +—
A R A T A TRPTe

Substituindo a Equacéo (3.50) em (3.46), tem-se:

09\ . <S+6CD)9 661)@ P ., 09 . qi®>0 351

%~ Poer )5 TP\5 T 59)0 TP e ® TP et T Pog i T 02 (3:51)

A expressao (3.51) deve ser respeitada para qualquer processo termomecanico,

desta forma, para qualquer valor de &;;, 6 e O os termos com 0s quais estdo relacionados

devem manter a igualdade, entéo:

dad
o0
P
=—— 3.54
S 30 (3.54)

A partir das consideragdes (3.52), (3.53) e (3.54) e substituindo-se (3.51) em
(3.48), obtém-se:
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o0d
—pf — 50— 65 p6§ & —q;;+pR (3.55)
l

Derivando o primeiro termo da Equacéo (3.55), tem-se:

2d 92D . 9% . ,
—pb (ngejfij + 3007, § + 362 9) = 0;0¢], Pagl & —qi;+pR (3.56)

Durante o processo de plastificagdo uma grande quantidade de energia mecanica
de carater plastico é dissipada na forma de calor. Entretanto, o trabalho plastico ndo é
completamente transformado em energia térmica, em vez disso, parte do trabalho é
dissipado, devido a interagdo entre as interfaces das microestruturas que constituem o
material. A quantidade de energia interna armazenada devido a criagao e rearranjo das

imperfeicdes cristalinas, definida como trabalho frio (E), é dado por:

0P 0%

E= 9¢&; 9696§i

(3.57)

Com base na lei de Fourier e nas definicdes de calor especifico e trabalho frio,
pode-se reescrever a Equacéao (3.56) da seguinte forma:

. do,
pced = k6;; + pR + Hﬁs +0;;é u pagl (§)é; (3.58)
Sendo,
do;;

= e 3.59
Helast 0 69 ( )
least = 0'1185 (360)
(3.61)

p aé—l (E)gl

As Equacéo (3.59), (3.60) e (3.61) referem-se, respectivamente, a geragcao de
calor devido as deformacdes elasticas, a dissipacdo de trabalho plastico em forma de
calor e a energia retida como trabalho frio.
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Os mecanismos de dissipacdo sdo motivo de diversas pesquisas. Referente ao
trabalho frio, destaca-se os estudos tedricos e experimentais de Bever et al. (1973),
Oliferuk et al. (1993), Rittel (1999), Rosakis et al. (2000), Mroz & Oliferuk (2002),
Benzerga et al. (2005), Rittel et al. (2012) e Kolupaeva & Semenov (2015). Tais estudos
enfatizam a complexidade de caracterizar o trabalho frio, pois 0 mesmo é altamente
dependente das deformagdes plasticas acumuladas. Devido a falta de informacdes sobre
0 comportamento microestrutural dos materiais, para ser mais preciso, quais variaveis
influenciam no processo e em que quantidade, torna-se conveniente utilizar um fator

constante para representar a dissipagao de energia (Candija & Brnic, 2004).

Portanto, para este trabalho, sup8e-se que a relagdo entre o trabalho plastico e o
trabalho frio é definida por um fator constante, aqui denotado por 9. Isto posto, tem-se a
seguinte simplificagéo:

_ oE . _
Uijfipj - Pa—g, (§)¢; = 1901-,'85- (3.62)
l

O termo 9 define a quantidade de trabalho mecénico plastico convertido em calor.
Normalmente, a literatura especializada adota ¥ sendo constante, tipicamente escolhido
entre 0,80 e 1,0 (por exemplo, Simo & Miehe, 1992; Zhou et al., 1996; Kapoor & Nemat-
Nasser, 1998).

Combinando as Equacgdes (3.62) e (3.58), tem-se a expresséo final que define a
transferéncia de calor para problemas termoplésticos, dada por:

90y
20 se +90,€" (3.63)

p069:k9'ii+pR+9 50 ij
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CAPITULO 4

Metodo dos Elementos Finitos Aplicado a

Termodinamica

Os primeiros estudos referentes ao Método dos Elementos Finitos visavam a
solucdo de problemas relacionados a resisténcia dos materiais, destacando-se na
determinacdo de deslocamentos e para analise de certos estados de tensdo que se
mostravam complexos para serem tratados por meio de ferramentas analiticas da teoria
da elasticidade. Atualmente o MEF € umas das ferramentas numéricas mais estudadas
e utilizadas para analise de estruturas, sendo um método verséatil e poderoso que pode
ser utilizado em diversas areas de estudo, tais como: mecéanica dos sélidos, mecanica

dos fluidos, eletromagnetismo, transferéncia de calor e acustica, entre muitos outros.

A concepcédo do MEF consiste na divisdo do dominio de um meio continuo em um
namero discreto de subdominios interligados entre si por pontos, com determinadas
posicdes, denominadas de nds. O conjunto de subdominios se comporta de forma

analoga ao do meio continuo original.

A Figura 4.1 apresenta um exemplo de discretizacdo de um sdlido, onde 2
representa o dominio do sdélido com contorno I', sendo I; eI, partes diferentes do
contorno, onde UL, =T e [N, =Q@.

Neste capitulo serdo apresentadas as equacgles algébricas pelo MEF para
aproximar o problema de conducdo de calor. A literatura especializada no assunto é
vasta, sendo que a formulacdo exposta nesta secédo segue em grande parte apresentada
em Hsu (1986), Lewis et al. (2004) e Nicholson (2008).
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Elemento Finito

Figura 4.1: Discretizacdo de um sélido qualquer.

4.1 Discretizagdo do problema de conducgéo de calor

Recordando-se as Equacoes (3.38) e (3.63), o comportamento termodinamico de
um corpo condutor de calor € descrito pela equacgéo diferencial de conducgéo de calor,

escrita da seguinte maneira:

. 1+v . P
k6 —pc.0 + pR —2G =27 aboéyy +90;;€; =0 (4.2)
Reescrita como:
k6 — pc,0 +pR+R,, =0 (4.2)

Em que R,,, define o calor gerado devido as deformac¢cdes mecanicas, expresso por:

1+v
1-2v

R, = —2G aBoéyy + 90y}, (4.3)

ij
O problema térmico é solucionado antes do problema mecénico, desta forma,
emprega-se a fonte de calor mecanica do passo de tempo anterior (t). Isto posto, para o

passo de tempo atual (¢t + At), a expressao (4.2) é reescrita do seguinte modo:
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k6 — pc.f + pR+RE, =0 (4.4)

A equacéo diferencial da conducéo de calor deve satisfazer as condic¢des iniciais
e as condi¢cbes de contorno essencial (Condicao de Dirichlet) e natural (Condicdo de

Neumann), definidas, respectivamente, por:

0= Ho(xi) v X; € N, t= 0 (45)
0=0(x,t) V x;€ I,,t>0 (4.6)
q(x;,t) =—-k6, V x;€ ,t>0 4.7)

Sendo,
0 (x;, t): Temperatura no contorno I3
q(x;, t): Fluxo de calor em I;
n: Normal a superficie I;;
0, (x;): Temperatura no dominio .
A variavel da temperatura é aproximada por uma série de funcfes denominadas
funcdes de forma, conforme a Equacéo (4.8).

Onde, 6; e ¢; definem a temperatura e as fun¢des de forma no né i, respectivamente.

Para aproximar a Equacao (4.4), utiliza-se o método dos residuos ponderados,
especificamente o método de Galerkin, sendo assim:

f WkHViidV—f WpceédV+f WdeV+f WREAV =0 (4.9)
14 14 14 14

Onde,

W =w;é; (4.10)
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Onde, ¢; sdo as funcbes de ponderacdo e w; representa constantes arbitrarias

relacionadas aos noés j dos elementos.

Fazendo uso das EquacGes (4.8), (4.9) e (4.10), para qualquer valor de w; e sendo

0, constante, tem-se:
74 74 74 74
Manipulando a Equacéo (4.11), obtém uma expressao equivalente, definida por:

f k9i¢i,k¢j,de—f kei(ﬁbi,kﬁbj),de"'f pc.0;p;p;dV
%4 %4 %4

(4.12)
74 74
Aplica-se o teorema da divergéncia na terceira parcela da Equacéo (4.12):
|| K0y = | kopingjas (4.13)
14 A

A Equacédo (4.13) expressa as for¢cas termodinamicas aplicadas no contorno.
Sendo assim, através da combinacao das Equacdes (4.7), (4.12) e (4.13), tem-se:

14 14 14 14 A

A Equacao (4.14) resulta no sistema global de equacéo para todo dominio, que

pode ser representa em forma matricial do seguinte modo:
C;j6; + K;;0, = F (4.15)

Sendo que,
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14
Kij :f kgl)i'kgbj‘de (417)
14

Onde,

K;j: Matriz de conducéao de calor;
C;;: Matriz de capacitancia de calor;

F;: Vetor de carregamento térmico.

4.2 Integragédo temporal

A discretizacdo temporal da equacado de transferéncia de calor por conducédo é
baseada no método HHT-a, amplamente empregado em tais problemas (Hughes, 1987;
Real, 1988; Cornwell & Malkus, 1992; Lewis et al., 2004).

Para aproximar a temperatura sao utilizadas as seguintes equacoes:

A
gt+it-a — (QH - t) (4.19)
' At
Of*A= = (1 - a)of + ao*™ (4.20)

Onde, @ é o parametro da aproximacdo temporal, sendo estabelecido conforme a

necessidade.

Substituindo as Equacbes (4.19) e (4.20) em (4.15), obtém-se o sistema de

equacao que define a variacdo de temperatura nodal. Logo:



(9t+At t)
G

+ K, [(1 - @)6F + @0+ = aFtat + (1

Portanto, organizando o sistema obtém-se:

[c,; + Atak;|oft =

[

— At(1

45

(4.21)

(4.22)
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CAPITULO 5

Formulacao Posicional Aplicada a Problemas

Nao Lineares

Em particular, a pesquisa aqui desenvolvida faz uso da formulagcdo do Método dos
Elementos Finitos Posicional (MEFP), apresentada inicialmente por Coda (2003). O
MEFP tem como diferencial a utilizacdo das posi¢cdes nodais como variavel ao invés de

deslocamentos, como é feito usualmente na literatura.

Apesar do MEFP ser recente, existem varios estudos na literatura que empregam
a formulacdo posicional. Greco (2004) apresentou um estudo referente ao impacto
bidirecional entre estruturas reticuladas com comportamento nao linear. Dando
continuidade ao trabalho de Greco (2004), Marques (2006) estudou o comportamento
dindmico nao linear geométrico de solidos bidimensionais, destacando os problemas de
impacto.

Maciel (2008) abordou os efeitos da nao linearidade geométrica em problemas
dindmicos envolvendo pérticos planos e solidos tridimensionais. Enquanto Coda &
Paccola (2008), estudaram a nédo linearidade geométrica de cascas via MEFP, incluindo
a taxa de variacdo linear da espessura e o possivel uso de elementos curvos. Pascon
(2008) implementou modelos constitutivos hiperelasticos para a analise néo linear
geométrica de cascas. Posteriormente, Pascon (2012) investigou modelos constitutivos
elasticos e elastoplasticos para materiais com gradacao funcional em regime de grandes
deslocamentos e elevadas deformagoes.

Carrazedo (2009) e Carrazedo & Coda (2010), considerando os efeitos da néo
linearidade fisica e geométrica, aplicou MEFP a problemas térmicos, enfatizando o
acoplamento termomecanico em problemas de impacto. Dentre outros trabalhos que
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empregam a formulacdo posicional, pode-se destacar os estudos de Minski (2008),
Ferreira (2009), Rigobello (2011), Sanches (2011), Reis (2012), Oliveira (2012), Lacerda
(2014) e Sampaio (2014).

5.1 Funcional de energia potencial total

A andlise dindmica objetiva determinar os deslocamentos, posicdes, velocidades
e aceleragdes dos graus de liberdade, como fungdes do tempo, ocasionados por
determinado carregamento externo, que apresenta distribuicdo conhecida no espago e
variacdo conhecida no tempo, além da magnitude dos esfor¢os internos desenvolvidos

nos membros da estrutura.

Alguns textos sobre dinamica estrutural foram selecionados como referéncia,
desse modo, além dos estudos citados anteriormente, a formulacdo mateméatica
apresentada nesta secao apoia-se nos trabalhos de Hughes (1987), Bathe (1996), Cook
et al. (2002), Humar (2002) e Chopra (2012).

5.1.1 Balancgo de energia

Primeiramente, para o problema estatico em um sistema conservativo, o funcional
de energia potencial total (IT) é descrito por dois tipos de energia, a energia total de

deformacéo (U,) e a energia potencial das forcas aplicadas (P), Equacéo (5.1).
n=u,-pr (5.1)

Como é possivel observar na expresséo (5.2), a energia mecanica total para
problemas dinamicos é dado pelo acréscimo da energia cinética (K.) e energia de
dissipacdo (K,) na Equacdo (5.1). A energia de dissipacdo (ou perda de energia por
amortecimento) é a energia que um sistema mecéanico perde para 0 meio através da

conversédo em outra forma de energia.
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n=U,+K.+K,—P (5.2)

Conforme as Equacbes (5.3) e (5.4), respectivamente, a energia total de
deformacao é definida pela integral da energia de deformacgéo especifica (u,) ao longo
do volume inicial, e a energia potencial das for¢as aplicadas é expressa em funcéo das
forcas externas aplicadas (F;) e do conjunto de posi¢cdes (x;). O indice i refere-se ao grau

de liberdade que as forcas e posicoes estdo associadas.

U, = fue dV, (5.3)
Vo

P = Fix; (5.4)

A energia cinética é dada por:

_ XiX;
K. = | p==av, (5.5)

Substituindo as Equacgdes (5.3), (5.4) e (5.5) em (5.2), tem-se:

XiXi
= fuedVO+fp > dV, + K, — F;x; (5.6)

Vo Vo

Desta forma, relativo a cada instante de tempo t, a posi¢cao de equilibrio dindmico
é definida pela minimizagdo da energia mecanica total através do teorema da minima

energia potencial total, dada por:

aIl
axi

aue 0 J'Cifci aKa a(Fixi)
= + | — + -
. _[aﬁdw’ faxxp z)dw’ ax,  ox, (5.7)

Vo Vo

Referente a parcela que representa a perda de energia por amortecimento, a
integral resultante da derivada em relacdo as posicdes, é dada por:
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aK“—faK“dv—f c.dV, 5.8
axi - axl 0 — Cmpxl 0 ( . )

Vo Vo

Onde c,, é o coeficiente de amortecimento.

Substituindo a Equacéo (5.8) em (5.7), tem-se:

aIl
axi

—fauedv+f a<xl’xl’)dv+[ ¢.dV, — F 5.9
axi 0 axl p 2 0 Cmpxl 0 i ( . )

t Vo Vo Vo

As variaveis posicédo, velocidade e aceleracdo sédo aproximadas pelas funcdes de
forma presentes nas Equagdes (5.10), (5.11) e (5.12), respectivamente.

% = piX! (5.11)
i = ¢ k! (5.12)

A partir de tais aproximacdes, para o passo de tempo t + At, a equacdo de

equilibrio que descreve a resposta dinAmica pode ser reescrita da seguinte maneira:

oIl
X

v,
tvar 0X

+ MXt+At + CXt+At —Fyne =0 (5.13)
t+At

Sendo € a matriz de amortecimento e M a matriz de massa.

Vale destacar que a parcela MX,,,, define as forcas inerciais, enquanto que CX,,
representa as forcas de amortecimento. Os carregamentos dinamicos podem ser
definidos como variaveis com o tempo, ou seja, carregamentos cujo sentido e magnitude

variam com o tempo.
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5.1.2 Energiatotal de deformacéao

Considerando o acoplamento termomecéanico, a deformacéo total do problema é
dada pela soma das parcelas elastica, plastica e térmica, conforme a equacéo:

e=¢e®+eP +¢f (5.14)

A energia de deformacdo potencial total, contemplando o comportamento n&o
linear fisico e os efeitos térmicos é definida por:

U, = ffadst():f (f Esds—f Espds—f E£9d£>dVO
Vo £ £ £

Vo € (515)

-,

0

1 2]
<§E£2 — EceP — Eee ) dV,

Na Equacéo (5.15), ¢ descreve o comportamento térmico, enquanto que o termo
eP descreve o comportamento plastico do elemento, obtidas a partir do modelo

constitutivo do material, conforme apresentado nos capitulos anteriores.

As Equacdes (5.16), (5.17) e (5.18) descrevem a cinematica do elemento de trelica
no espaco, conforme apresentado na Figura 5.1, sendo a geometria do elemento
mapeada em fungdo da varidvel adimensional ¢ (variando de 0 ate 1).

x =X, + (X; — X1)§ (5.16)
y=Y+ (¥, -1)¢ (5.17)
z=271+(Z;—7Z,)§ (5.18)

Conforme ilustrado na Figura 5.1, o par de coordenadas (X?,Y?,Z?9) e (X2,Y2,Z9)
representam a configuracao inicial do elemento (coordenadas de referéncia), sendo que
apos a mudanca de configuracdo, o elemento passa a ter o novo par de coordenadas
(X1, Y Z1) e (X3,Y7,Z3).
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Figura 5.1: Parametrizacdo espacial do elemento trelica.

Ha véarias medidas de deformag&o convenientes para analise néo linear de trelicas.
Neste trabalho sera utilizada a deformacéo de engenharia. Considerando a deformacgéo
térmica, tem-se:
_ds —dsy

=+
€ a5, ab (5.19)

Onde ds, € o comprimento inicial (ou referencial) e ds é o comprimento final (ou atual) do

elemento.

A expresséao (5.20) consiste na medida de deformacao, apresentada na equagao

anterior, escrita em funcao da variavel adimensional.

+ af (5.20)

Os termos ds/dé e ds,/dé sdo trechos auxiliares, definidas pelas seguintes

equacoes:
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cji_sg B \[(3—;)2 + Cii_}f])z N <Z_§)2 = \/(Xz —X)?+ (Y, -Y)*+(Z,-Z)* =1, (5.21)

0

Z_;: ) j <Z_§)2 N (3_?)2 N (3_92 =JX, - X+ (-1 +(Z,—Z)P =1 (522

Tendo em vista as Equagdes (5.21) e (5.22), a integral no volume que define a
energia potencial total de deformacdo (Equacédo (5.15)) € dividida em uma integral no

comprimento e outra na area, desta forma, tem-se:

1 1 1
U, = lof (EEASZ — Ef ceP dA — Ef ee? dA) dé = lof u,d€ (5.23)
0 A A 0

Sendo u, a energia de deformacéo especifica.

5.1.3 Matriz de massa

As forcas inerciais empregam o carater dindmico a formulagéo, sendo definidas
pelo produto da aceleragcdo com a matriz de massa, conforme a Equacéao (5.13). A matriz
de massa é um mecanismo utilizado para transferir a massa de cada elemento para seus

respectivos nos.

Para estruturas trelicadas, a matriz de massa é de ordem quadrada e tem
dimenséo igual a duas vezes a quantidade de graus de liberdade de cada no, sendo que
somadas individualmente em superposicdo formam a matriz de massa da estrutura. As
expressdes (5.24) e (5.25) expbe as matrizes de massa discreta e consistente,

respectivamente.

Segundo Cook et al. (2002), por motivos de precisdo e economia, a utilizacao da
matriz de massa discreta (ou concentrada) é mais indicada quando sdao empregados
algoritmos explicitos de integracdo temporal. Tais autores ainda ressaltam que, embora

haja acréscimo do custo computacional, por questdo de precisdo, a matriz de massa
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consistente € mais conveniente para resolu¢do problemas que utilizam algoritmos

implicitos.
1 0 0 0 0 0]
01 0000
M:p_Al 0 01 000 (5.24)
21000100 '
0 00010
10 0 0 0 0 1]
(2 0 0 1 0 0]
020010
M:p_Al 0 02001 (5.25)
61100 200 '
010020
0 01 00 2]

Referente a solucdo das equacfes de equilibrio, devido a diagonaliza¢do, o
modelo de massa discreta tem como principal vantagem a redugdo do numero de
operacOes, desta forma, resultando na redugé&o do custo computacional por instante de
tempo.

Mullen e Belytschko (1982) confrontaram ambos os modelos e discutiram suas
diferencas. Os resultados de tal estudo revelaram que, devido a diagonalizagdo da matriz,
a utilizacdo do modelo de massa discreta ocasiona redugcéo no desempenho do modelo
numeérico, originando erros no calculo da velocidade de fase, aproximadamente duas

vezes maior do que os erros atingidos pelo modelo de massa consistente.

5.1.4 Amortecimento

O amortecimento estrutural € uma medida de dissipacdo de energia, que conduz
a estrutura de um estado vibratério para um estado em repouso. A estimativa da

dissipacdo de energia em sistemas estruturais € um dos problemas mais complexos da
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dindmica estrutural. A principal consequéncia do amortecimento é a diminuigcdo dos picos
dos deslocamentos da estrutura, sendo seu comportamento visivelmente constatado
guando comparado a sua vibragdo livre. Nestas circunstancias, o amortecimento
estrutural consiste na transformacdo da energia dissipada para outra forma de energia,
consequentemente, reducdo de energia do sistema de vibragdo. A conversdo da energia

depende do sistema e dos mecanismos fisicos que promovem a dissipacao.

Ao contrario das caracteristicas da rigidez e massa de um sistema estrutural, o
amortecimento ndo se refere a um unico fenémeno fisico, no qual a complexidade da
situacao é reforcada pela simples realidade de que as propriedades dos materiais muitas
vezes diferem de amostra para amostra, consequentemente, resultando em significativas
diferencas de perdas de energia entre os membros distintos de um sistema estrutural,
onde a selecdo de um valor adequado de amortecimento € tema de controvérsia na

concepcao de projetos (Kareem & Gurley, 1996).

Na literatura destaca-se o amortecimento do material, onde o0 mesmo esti
relacionado com a dissipagcdo de energia devido a interacdo entre as interfaces das
microestruturas que constituem o material. Na dindmica estrutural, as equacdes de
movimento geralmente descrevem um comportamento macroscépico, enquanto 0s
processos de amortecimento dos materiais surgem a partir de fendmenos microscopicos.
Desta forma, em virtude das diversas formas de dissipacéo de energia, a literatura atual
dispbe de varios modelos que representam os efeitos do amortecimento, cada um com

suas particularidades.

Portanto, a dissipacdo de energia € um fenbmeno intensamente complexo devido
0s inumeros aspectos que influenciam sua quantificagéo, sendo ao longo dos anos, tema
de diversos estudos tedricos e experimentais, onde podemos mencionar as pesquisas de
Hu & Dokainish (1993), Gibson & Austin (1993), Jeary (1997), Bowyer et al. (2012) e
Chen & Ferguson (2014).

De acordo com Kuhl & Crisfield (1999), devido a escassez de referéncias, existe
grande dificuldade na andlise e geracdo de parametros relacionados aos mecanismos de
amortecimento das estruturas, implicando em aproximagdes simplistas, ou até mesmo,

no desprezo das forgas de amortecimento do sistema. Na pratica, € muito dificil, sendo
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impossivel, a determinagdo da matriz de amortecimento para um modelo de elementos
finitos, uma vez que as propriedades associadas ao amortecimento séo dependentes da
frequéncia (Silveira, 2001). Em virtude disto, a matriz de amortecimento, em geral, é
estabelecida utilizando as matrizes de massa e/ou de rigidez dos elementos. Neste

trabalho a matriz de amortecimento sera proporcional a matriz de massa.

Desta forma, a matriz de amortecimento é definida por:
C =2cy,M (5.26)

O coeficiente de amortecimento € uma representacdo da eficiéncia com a qual a

estrutura dissipa a energia de entrada.

5.2 Método de Newton-Raphson

Devido ao carater nao linear da expressao (5.13), é muito dificil explicitar ou obter
diretamente uma solucdo precisa. Desta forma, para dissipar as for¢cas residuais €
inevitavel a utilizacdo de uma estratégia numeérica para solucionar tal problema. Uma
maneira conveniente de resolver problemas nado lineares é linearizar a equacao e
empregar um algoritmo de correcao iterativo, de modo que a convergéncia da solugéo
seja garantida. No presente trabalho utiliza-se 0 método de Newton-Raphson.

Desta maneira, o problema dindmico néo linear é alcancado combinando-se o
procedimento iterativo de Newton-Raphson com os esquemas de integracao temporal. O
procedimento de Newton-Raphson € um método numérico classico empregado na
engenharia, no qual a implementacdo é realizada pela aproximacdo da trajetoria de
equilibrio da estrutura por tangentes a mesma, até a condi¢éo de convergéncia, conforme

a Figura 5.2.

Tendo em vista 0 comportamento ndo linear do vetor de forgcas internas em relagéo
as posi¢cdes, um vetor de desbalanceamento sera gerado pela Equacgéo (5.13). Desta
forma, o sistema nao esta em equilibrio e existe a necessidade de corrigir o vetor de

forgas internas.
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Considerando que as cargas externas independem das forcas residuais, a

configuracdo de equilibrio da Equacao (5.13) é determinada por:
g(X) = 0= g(X,) + Vg(Xo)AX (5.27)

Onde X é o vetor posicdo incognito e X, representa o vetor posicdo de tentativa,

normalmente definido anteriormente.

O termo g(X) é o vetor dos residuos e define o equilibrio do sistema. A Figura 5.2
mostra a trajetéria de equilibrio de g(X), onde o processo iterativo é realizado até que as
forcas residuais sejam suficientemente pequenas. O termo Vg(X,) € denominado de
matriz hessiana, sendo determinada pela derivada de segunda ordem do funcional de
energia potencial total em relagao as posi¢cdes nodais (Equacéo (5.13)):

0211
Va(X.) = — 5.28
9(X,) X2 ( )
O incremento de posi¢cédo (AX) pode ser obtido pela inversa da matriz hessiana,

dado por:
AX = —[Vg(Xe)]1g(X,) (5.29)

As inclinacbes expostas na Figura 5.2 sdo definidas pela matriz hessiana. O
processo iterativo prossegue até que um determinado valor de AX seja suficientemente

pequeno, dentro de uma determinada precisao requerida.

Existem varias abordagens para verificar a convergéncia da solugdo ao final de

cada iteragdo, neste trabalho, o critério de convergéncia fica definido por:

coord

Z 9%(X,) < TOLERANCIA (5.30)

i=1

Caso a Equacdo (5.30) ndo seja atendida, passa-se para proxima iteracdo, com
X = X,. Caso contrario, estando o critério de convergéncia satisfeito, as posi¢des sédo

corrigidas por:
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X =X, +AX (5.31)

Dando sequéncia, avanca-se para 0 proximo passo de tempo e repete-se 0

procedimento.

®

2‘ 4 Trajetoria de
8 equilibrio

—
(x,)
a(x,)
g(x)=0
a(x,)

>
%) Xy X5 X, X

Figura 5.2: Método de Newton-Raphson resolvendo a equacéo de equilibrio.

5.3 Passos algébricos necessarios para a implementacéo da formulacéo

Conforme Greco et al. (2006), para executar o processo descrito na se¢ao anterior,
€ necessario a determinacao explicita das derivadas de primeira e segunda ordem da
energia total de deformacgéo, haja vista a necessidade das mesmas para o calculo das
forcas residuais e da matriz hessiana. Vale relembrar que nesse trabalho utiliza-se a
medida de deformacdo de engenharia. Recordando a Equacgéao (5.23), e realizando as

devidas consideracgdes, tem-se:

2
EAl B B B
loue = —O<£ - 1) — lOEf <£ — 1) ePdA — lOEf <£ — 1) e?dA (5.32)
2 [, 1 \lo L\l

Onde,
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B=(X,—-X)*+(Y,—Y)*+(Z, - Z,)* (5.33)

A primeira derivada da Equacéao (5.32) em relagao ao parametro nodal i (variando

de 1 a 6) fica definida por:

EA

loue'i = 2_lo<1 -

l
\/—%) B, — L,E L £,6PdA — l,E L £,c9dA (5.34)

Sendo que,

B;
Ei = : .35

A expresséo (5.36) registra a derivada da Equacéo (5.34) emrelacao ao parametro
nodal k (variando de 1 a 6), dada por:

EA|(LlyB;B L .
loue i = 2—10 2(@)3 + (1 _\/_E) By | — lOEL giePdA — lOEL g€’ dA (5.36)
Sendo que,
1 (B BB,
Eik =57 | =———= 5.37
ik 210 (\/E 2(\/§)3> ( )

Vale destacarque i = 1,6 e k = 1,6 indicam as posi¢des paramétricas. Os termos
que envolvem &P e &P sdo calculados somente quando o elemento apresentar

comportamento plastico e térmico, respectivamente.

Conforme apresentado em Greco et al. (2006), a Tabela 5.1 expde as derivadas
de B'i, B,k e B,ik-



59

Tabela 5.1: Derivadas da variavel B.

Derivada de 1° Ordem Derivada de 2° Ordem
B, =-2(X, - X;) By =2 By = -2
B, =-2(Y,—Y,) By =-2 By =2
By =-2(Z,—Zy) B,, =2 Bg, = =2
B, =2(X, — X;) B,s = -2 Bgs =2
Bs =2(Y, - Y,) By; =2 Bgz =2
Be=2(Z, - 7,) Bsg = -2 Bgs =2

5.4 Métodos de integracdo temporal

A analise dindmica faz uso de integrais temporais, onde as equac¢des de equilibrio
dindmico sao equacOes diferenciais parciais no espaco e no tempo, sendo que na
formulacdo utiliza-se a hipétese de que as variaveis sejam separaveis. Portanto, 0os
algoritmos de integracao temporal sdo mecanismos que, gradativamente, em funcédo do
tempo, estabelecem solugdes aproximadas para as equacdes diferenciais concebidas
pelo MEFP.

Os procedimentos de integragdo temporal podem ser subdivididos em métodos
explicitos e implicitos, cada qual com suas vantagens e desvantagens. Nos métodos
explicitos, a solucdo do passo de tempo atual (t + At) € alcangcada considerando as

condicdes de equilibrio dos passos anteriores, isto é:
Xerar = f(XtaXtaXtaXt—AtaXt—AtaXt—Ata ) (5.38)

Enquanto que nos métodos implicitos, as posi¢des no intervalo de tempo atual

envolvem as velocidades e acelera¢cfes da propria etapa atual, t + At, ou seja:

Xeyar = f(Xt+AtaXt+AtaXtaXtaXta ) (5.39)
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No que diz respeito a estabilidade, tais métodos podem ser definidos como
estaveis ou instaveis, podendo ser classificados como condicional ou incondicional. Os
métodos estaveis sdo aqueles que convergem, enquanto que os métodos instaveis

apresentam crescente propagacao de erros ao longo do tempo.

Normalmente, os métodos implicitos sdo incondicionalmente estaveis, isto €,
referente a estabilidade do algoritmo, ndo existem restricbes quanto ao tamanho do
incremento de tempo. Sendo assim, o incremento de tempo empregado é prescrito pela
precisdo e nao pela estabilidade do algoritmo.

Enquanto os métodos explicitos sdo condicionalmente estaveis, ou seja, para que
a estabilidade do algoritmo seja preservada existe a necessidade de rigorosas restricoes
guanto a dimensao do incremento de tempo. Desta forma, ao contrario dos métodos
implicitos, o incremento de tempo é governado pela estabilidade do algoritmo e néao pela

preciséo.

Existem diversos critérios a serem utilizados para a escolha do algoritmo
apropriado para a solugdo de um dado problema, onde tais critérios baseiam-se tanto em
propriedades intrinsecas do algoritmo, como custo computacional, preciséo,
convergéncia, consisténcia, estabilidade e amortecimento numérico (Silveira, 2001).

Os procedimentos explicitos sdo mais adequados para resolucao de problemas de
propagacdo de onda, enquanto que 0s esquemas implicitos sdo mais eficazes para
problemas inerciais, no entanto, o custo computacional de ambas as abordagens é

influenciada pela topologia da malha de elementos finitos (Dokainish & Subbaraj, 1989a).

A escolha do intervalo de tempo merece uma atencéo especial, pois 0 mesmo esta
diretamente relacionado ao esforco computacional e precisdo dos resultados.
Normalmente, quanto maior o intervalo menor sera o custo computacional, entretanto,

menor sera a precisado dos resultados.

Dokainish & Subbaraj (1989a, 1989b) exibem uma visdo abrangente sobre os
aspectos dos esquemas de integracdo no tempo, explicitos e implicitos, onde séo
apresentados os procedimentos computacionais para a implementacado de problemas

dindmicos de estruturas com comportamento linear e nao linear.
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A dificuldade na escolha de um algoritmo adequado esta em conciliar robustez,
precisdo e estabilidade. Nesta secdo serdo introduzidos os algoritmos de integragéo
temporal de Newmark, Houbolt, a-Generalizado, Wilson-6, Diferengas Centrais, Souza &
Moura (1997) e Chung & Lee (1994). Todos os métodos serdo descritos em funcao das
posi¢cdes nodais. Cada algoritmo é caracterizado pela forma especifica de atualizacdo

das equagdes das posicdes, velocidades e aceleracdes e pela equacao de equilibrio.

Para analises transientes de curta duragdo, como simulagdes de impacto, o
método explicito da Diferenca Central € bastante utilizado (Furlan, 2011). Entretanto, este
método € incondicionalmente estavel, necessitando de incrementos de tempo pequenos.
Por consequéncia, em varios problemas, particularmente para andlise de vibracéo

estrutural, a abordagem implicita pode demonstra-se mais efetiva (Bathe, 1996).

A Figura 5.3 esboga o0 esquema de integracdo temporal associado ao
procedimento de Newton-Raphson. Cada algoritmo possui caracteristicas proprias no
gue se refere a estabilidade, consisténcia, precisao e eficiéncia. Para uma visdo mais
ampla e detalhada dos algoritmos de integrac@o temporal e suas caracteristicas, o leitor
€ direcionado ao trabalho de Tamma et al. (2000).



C Leitura de dados >

» Loop sobre 0 n° de passos de tempo

Inicializar o vetor de posi¢Bes X
(Ultima posicao de equilibrio conhecida)

.

Loop sobre o n° de iteragbes <«

Calcular o vetor de forgas
internas

v

Calcular o vetor de forgas
residuais (g(X,))

v

Calcular a matriz hessiana

(VQ(XO))
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Determinar AX
(Equagdo (5.29))

Nova iteracdo
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foi satisfeito?

Né&o Atualizar posicao
—_— X=X, +AX
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Passo de
tempo final?
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Figura 5.3: Fluxograma da discretizacdo temporal associada ao procedimento iterativo.
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5.4.1 Método implicito de Newmark

O esquema de Newmark é o método de integracdo temporal mais difundido na
literatura (Wriggers, 2006). Newmark (1959) apresentou o método de passo simples
representado pelas expressoes:

. 1 .. ..
Xt+At = Xt,' + AtXt + Atz [(E - ﬁ) Xt + ﬁXt‘l‘At:I (540)
Xerne = X + At(L = )X, + yAtXpon (5.41)

As Equacdes (5.40) e (5.41) baseiam-se na simplificacdo da variavel aceleracao
nos intervalos de tempo. Os termos y e B sédo os coeficientes de Newmark, onde
representam parametros de ajuste, responsaveis por estabelecer ao final do intervalo de
tempo o quanto a aceleracao pesa na estimativa da posicéo e velocidade nesse mesmo
instante de tempo. Conforme Bottura (1997), pode-se dizer entdo que esses parametros
ponderam "o quanto de implicito" o método apresenta, uma vez que tomados nulos,

produzem um processo explicito.

Na familia de Newmark existe diversas particularizagbes, distinguidos pela
aplicacéo de diferentes valores paray e . A Tabela 5.2, expde alguns métodos da familia

de Newmark e suas devidas caracteristicas.

Tabela 5.2: Métodos da familia de Newmark (Vieira, 2004).

Condigéo de Ordem de

SRR Uiz B 14 Estabilidade Preciséo
Aceleracdo Média - 1 1 .
(Regra Trapezoidal) Implicito 2 > Incondicional 2
- . 1 1 .
Aceleracao Linear Implicito E E Condicional 2
. . 1 1 .
Fox-Goodwin Implicito — — Condicional 2
12 2
. . 1 .
Diferenga Central Explicito 0 E Condicional 2
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Manipulando-se a Equacéo (5.40) obtém-se a aceleracao, definida por:

— X 1 .
_ Xewne — Xe A < )Xt (5.42)

Xt+At - ﬁAtZ ﬁAt E_ﬁ
Assim, substituindo as Equacdes (5.41) e (5.42) em (5.13), tem-se:

oIl
X

_au,
tear 0X

M yC
— Fepne + WXHM - MQ, + MXHM + CR, —yAtCQ, =0 (5.43)

t+At

Onde os vetores Q; e R, estdo relacionados as contribuicdes anteriores, estabelecidas
pelas seguintes expressoes:

X X, 1 .
Qf—ﬁAtz_'_E"'(E_ﬁ)Xt (5.44)
R, =X, +At(1—y)X, (5.45)

Derivando-se a Equacao (5.43) em relacdo as posi¢cdes nodais para o passo atual,
obtém-se a matriz hessiana para o problema dinamico, dada por:

P oy 2 M
axz| T VIV T 5y BAtZ " BAt

t+At t+At

(5.46)

5.4.2 Método implicito de Houbolt

Neste método, apresentado por Houbolt (1950), as varidveis velocidade e
aceleracéo sédo aproximadas por expressoes em diferencas finitas descendentes, desta
forma, concebendo um método multipasso. Trata-se de um método incondicionalmente
estavel e com precisdo de segunda ordem. O amortecimento numérico esta presente,
crescente com o tamanho do passo e de forma brusca a partir de um determinado valor
desse, ndo havendo um parametro livre que permita controla-lo (Bottura, 1997; Hughes,
1987).
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O método de Houbolt é obtido através da derivada de segunda ordem de
polinémios cubicos de Lagrange em relagédo ao tempo (Bathe, 1996). Desta maneira, 0s
vetores da aceleracéo e velocidade sdo aproximados pelas Equacgbes (5.47) e (5.48),

respectivamente.

.. 1
Xeyar = At? (2X 1ot — 5X¢ +4X_ae — Xe—2ne) (5.47)

. 1
Xevat = GAL (L1Xppne — 18X, + 9X;_ne — 2X;_2a¢) (5.48)

Para avancar no movimento, as expressoes (5.47) e (5.48) sado conduzidas a

equacéo de equilibrio (5.13) referente ao instante t + At, resultando em:

on _ 90 F +2MX +M +116X +CR, =0 5.49
X eoss = ax cont tHAt T as AtAr Q: BAL At t = (5.49)
Onde,
1
Q: = At2 (—=5X; + 4X_pr — Xe—2a¢) (5.50)
1
Rt = E (_18Xt + 9Xt—At - 2Xt—2At) (551)

De forma analoga ao método anterior, a matriz hessiana para o problema dinamico
fica caracterizada pela derivada da Equacao (5.49) em relacao as posi¢des nodais para
0 passo atual, determinada por:

e _ (X)_ate L2M 11c
oxz| T VIV T A2 BAL

t+At t+At

(5.52)

Dentre suas desvantagens destaca-se o fato de ser multipasso, impondo ajustes
no tamanho dos passos de tempo. O método € exageradamente dissipativo nas

frequéncias inferiores, exigindo passos relativamente pequenos para que esse efeito nao
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prejudique a resposta dos primeiros modos (Bottura, 1997). Outra inconveniéncia é a

necessidade de lidar com um grande conjunto de dados de histdrico.

5.4.3 Método implicito a-Generalizado

Hilber et al. (1977) apresentou um método de integracdo baseado no método de
Newmark (Regra do Trapézio), denominado HHT-a, que consiste na insercdo de um
parametro de dissipacdo numérica (af) na equacdo de equilibrio, desta forma,
modificando a energia de deformacéo, o vetor de carregamento externo e as forcas de
amortecimento. Testes numéricos apresentados por Hilber et al. (1977) destacam que a
escolha de ar deve ser feita com cautela, pois as respostas sao sensiveis ao parametro.

Wood et al. (1980), desenvolveram o algoritmo WBZ-a, que analogamente ao
método HHT-a, consiste na modificagdo do esquema de Newmark através da insercao
de um parametro de amortecimento numérico (a,,), alterando a parcela das forcas

inerciais.

Posteriormente, Chung & Hulbert (1993), apresentaram uma generalizagcdo dos
algoritmos HHT-a e WBZ-q, intitulado de a-Generalizado, que consiste na combinagao

de ambos os métodos.

O objetivo da dissipagdo numérica € reduzir as respostas espurias que séo
oscilagcdes numeéricas (ndo-fisicas) provocadas por erros associados a utilizacdo de um
método numérico (Silveira, 2001). Para uma perspectiva mais abrangente sobre o
amortecimento numeérico, o leitor é referenciado ao artigo de Krenk & Hogsberg (2005).

Desta forma, a equacao de equilibrio é modificada da seguinte maneira:

oIl
X

v,
t+at 0X

+ CXt+At—af + MXt+At—am — Feint-a; = 0 (5.53)
t+At—0£f

Neste método, admite-se que a aceleragdo, velocidade, posi¢oes, forgas internas

e forgcas externas sejam determinadas através da média ponderada dos seus respectivos
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valores, para os passos de tempo t e t + At. Isto posto, as expressdes que descrevem

tais variaveis ficam definidas por:

Xt+At_am == ap)Xeoar + amX; (5.54)
Xesnrea ;= (1= af)Xerne + X, (5.55)
Xevat-a; = (1= af)Xerne + X, (5.56)
Fiint-a, = (1 —ay)Fepnr + afF; (5.57)

Onde a; e a, sdo parametros de ponderacdo pré-determinados, que descrevem a
dissipacdo numeérica.

Conforme a Equacao (5.53), ressalta-se que o parametro «,, dissipa as forcas
inercias, ao mesmo tempo que ay trata do vetor de carregamento externo, energia de

deformacéo e das perdas de energia ocasionadas pelo amortecimento.

Desta forma, relacionando as Equacdes (5.54), (5.55), (5.56) e (5.57) com (5.53),

tem-se:

or oU ; :
| =W-a) o+ (- ap)ME s+ (1= ap)CReva
t+At t+At
(5.58)
.. . au,
= (1 — af)Ft-l-At =+ ath —_— O{mMXt - afCXt_af aX
t

As Equacdes (5.41) e (5.42) de Newmark sdo mantidas e substituidas na equacao
de equilibrio (5.58), resultando em:

oIl au, M
— =(1- +(1—ap) ——=Xein — A —a, )M
aX CrAE (1 af) aX CrAE ( am) ﬁAtZ t+At ( am) Ql’
yC
+(1-a) MXHM + (1 —af)CR, — (1 — af)yAtCQ, (5.59)

.. . au

t
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Os vetores Q; e R;, referente as contribuicbes do passado, sdo mantidos, conforme

as Equacgoes (5.44) e (5.45). A Equacao (5.60) define a matriz hessiana.
0211 02U,
X2 :Vg(XO):(l—af) 0X2

t+At t+At

yC
BAt

+(1- am)% +(1-ay) (5.60)

Conforme apresentado em Chung & Hulbert (1993), o método a-Generalizado é
incondicionalmente estavel e apresenta precisdo de segunda ordem, além disso, permite
uma maxima dissipagéo de altas frequéncias e minima dissipacao de baixas frequéncias

para 0s parametros:

1

B = %(1 —a,, + af)z (5.62)

A dissipacéao de baixa frequéncia é minimizada quando:

a,, +1
=_m 5.63
Para,
-1<¢e,<0 (5.64)
1
0< o < s (5.65)

Vale destacar que a escolha de a; = 0 implica no método WBZ-q, € a,,, = 0 resulta
no metodo HHT-a. Enquanto que a adogdo de a,, =0 e ar = 0 reduz o algoritmo ao

método de Newmark (Regra Trapezoidal). Chung & Hulbert (1993) destacam que a
escolha adequada dos parametros pode produzir um melhor desempenho no que se

refere a preciséo e dissipacdo numeérica.
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5.4.4 Método implicito de Wilson-0

O método Wilson-8 é uma expansdo do método da aceleragéo linear de maneira
a torna-lo incondicionalmente estavel. Em particular, o0 método Wilson-6 assume que a
aceleracdo varia linearmente em um periodo de tempo estendido de t at + 6,,At, onde a
escolha adequada do fator 6,, garante ao método precisao e estabilidade. A incorporacao
do parametro 6,, € motivada pela observacao de que uma solucao instavel tende a oscilar

sobre a verdadeira solucgéo.

O fator 6,, deve ser, sempre, maior ou igual a 1. Se for igual a 1, o0 método de
Newmark ndo é modificado. O método torna-se incondicionalmente convergente para
valores superiores a 1,37. Diversos autores empregam 6,, igual a 1,4, porém, como

demostrado em Craig Jr. (1981), o valor 6timo de 6,, é 1,420815.

A utilizacdo do parametro 6,, tende a introduzir um amortecimento numerico nos
modos mais altos do sistema. No entanto, conforme Wilson (2002), em problemas que
estes modos sao relevantes, os erros introduzidos sao significativos. Além disso, a
equacéo de equilibrio dindmico ndo é exatamente satisfeita no momento t + At. Portanto,

em tais casos, ndo se recomenda a utilizacdo do método Wilson-6 (Wilson, 2002).

Seja 7 um incremento no tempo, onde 0 < 7 < 6,,At, assume-se para o intervalo

de tempo entre t e t + 0,,At que a aceleracdo € estabelecida por:

. T . .
Xiyr =X + M(XHGWM - Xt) (5.66)

Integrando-se a Equacéao (5.66) e empregando as devidas condi¢des inicias, tem-
se:

2
Xt+1: = Xt + XtT + m(xt‘l'gwAt - Xt) (567)

. X2 3. . (5.68)
Xepr =X+ Xt + o + m (Xt+9WAt - Xt)
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Fazendo t = 6,,At, reescreve-se as Equacgodes (5.67) e (5.68) da seguinte maneira:

) ) 6, At . .. ..
Xeyo,ar = X + WT (Xt+9WAt + Xt) (5.69)

6,,>At? , .. . (5.70)
— (Xevo,ac + 2X,)

Xiyo,ar = Xe + HwAtXt +

Resolvendo as Equacdes (5.69) e (5.70) para XHQWM e X'ngm em termos de

Xtvo,at, ODtEM-se:

6

6 . N
W(Xt-l_gWAt _Xt) —mxt _2Xt (571)

Xivo,at =

. 3 . 6,At . (5.72)
Xtyo, 0t = M(XHBWM - Xt) — 2X; — WTXt
w

A determinacao dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes no instante t + At
sdo obtidos através do equilibrio no instante t + 6,,At, consequentemente, o vetor de
forcas externas sera estimado parat + 6,,At. Desta forma, a projecéo das forgas externas

fica definida por:
Frrone = Fr + 6y (Froae — Ft) (5.73)

Através das Equacbes (5.71) e (5.72), para o passo estendido t+ 6,At, a

expressao (5.13) pode ser reescrita do seguinte modo:

ol _aU, F N 6M 5 MO, + SCX Y CR =0 (574
X t+0,,At - 0X t+6,,At t+Owht GWZAtZ t+OwAt t 6,,At t+6wAt t — (5.74)
Onde,
= 6 X + 6 X, +2X (5.75)
Q= 0,20t " 0,At" " t :
3 . 8,At . 7
w
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Derivando-se a Equacéao (5.74) tem-se a matriz hessiana do problema dinamico,

representada matematicamente pela expresséao (5.77).

92 oy = LU LM 3C
0X2 — V9] T xa 0,2At2  6,At

t+0,,At t+0,,At

(5.77)

Resolvendo-se as Equacgdes (5.66), (5.67) e (5.68) parat = At, é possivel atualizar

as variaveis de interesse para o passo de tempo t + At. Logo:

Xepnr = X¢ + H_(Xt+9WAt - Xt) (5.78)
w
. . . At .. . 579
Xetnt :Xt+AtXt+_(Xt+9WAt _Xt) ( )
26,
. At? . At? . . (5.80)
Xepnar = X + AtX, + TXt + GT(XHGWM - Xt)
w

5.4.5 Método explicito das Diferencas Centrais

Dentre os métodos explicitos de integracdo, o método das Diferencas Centrais é
um dos mais utilizados em problemas de dinamica estrutural. Entretanto, tal algoritmo
expde algumas deficiéncias comuns entre os métodos explicitos, como por exemplo, a
necessidade de empregar incrementos de tempo relativamente pequenos, haja visto que
problemas de instabilidade numérica surgem com o emprego de incrementos

inadequados.

Sejam as posicdes nos pontos posterior e anterior, t+ At e t—At,

respectivamente, representadas por séries de Taylor centradas em X,, tem-se:

. At?
Xt+At :Xt +AtXt+7Xt+ b (581)
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. t? .
Xt—At = Xt - AtXt + TXI: _ (582)

Cuja soma truncada nos termos de segunda ordem produz:

) 1
Xp = oAt Xerar — Xe-nt) (5.83)

Analogamente, da diferenca entre as Equacdes (5.81) e (5.82), pode-se escrever:

1
(Xt+At - 2Xt + Xt—At) (5-84)

X, =—
£ At2

A aplicagéo das Equacdes (5.83) e (5.84) na Equacao de equilibrio (5.13) para o
instante t permite a obtengéo de t + At, resultando em:

a—H = % —Fpppr + KXHM + MQ, + LXHM +CR, =0 (5.85)
0Xliinr  0X lpyns At? 2At
Onde,
Qr = —2X, + X;_p; (5.86)
Ry = =Xt (5.87)

A partir da derivada da Equacao (5.85), tem-se:

9211 92U, M C
el =Vg(X,) =

t+At

+ +—
0X2 Atz 2At
t+At

(5.88)

O método é condicionalmente estavel, ou seja, o tamanho do incremento de tempo
deve ser suficientemente pequeno para que ndo haja propagacao de erros ao longo dos
passos de tempo (Chopra, 2012). Desta forma, existe um valor critico utilizado para

determinar um incremento de tempo adequado (At,,;;), definido pela seguinte expressao:

Atcrit < l
T T

(5.89)
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Onde,

2T
T, = (5.90)

wmax

Sendo w,,,, @ maior frequéncia natural e T, seu respectivo periodo. O método

apresenta precisdo de segunda ordem.

5.4.6 Método explicito de Souza & Moura (1997)

Souza & Moura (1997) apresentaram um algoritmo de integracdo explicita, no qual
empregou-se diferencgas finitas de quarta ordem com o objetivo de atenuar erros obtidos
pelo método das Diferencas Centrais. Conforme os pesquisadores, esta abordagem,
além de reduzir as oscilagbes numéricas espurias, conserva as vantagens oferecidas

pelo método das Diferencas Centrais.

A principal ideia do algoritmo consiste em escrever os deslocamentos (para este

trabalho, as posi¢cdes) como um poliné6mio de Lagrange de quatro graus. Logo:

. 1 1
Xt+At = E (Xt+At - Xt—At) - m (Xt—SAt - 6Xt—2At + 12Xt—At - 10Xt + 3Xt+At) (5'91)
N 1 5.92
Reone = 703 Kevae = 2 Kae) = Ty Krane = 4K+ 6Kpmge = Wecage + Xecan) OO0
Substituindo as Equacdes (5.91) e (5.92) em (5.13), obtém-se:

il _ U F, +11MX + MQ, + CX +CR, =0 (5.93)

aX t+At - aX t+At t+At 12At2 t+At Qt 4At t+At t — *

Sendo que,

Q: = 12Ac2 (—20X, + 6X,_pr + 4X_one — Xe—3a¢) (5.94)
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1
Re = o7 (10X, — 18X, o, + 6X,_500 = Xe-zac) (5.95)

A matriz hessiana, é dada por:

0211 _y (X)_azue LM o
RGN C 12462 At (5.96)
t+At t+At
Logo, para que 0 esquema seja estavel, exige-se que:
2 |2
Berie < —— |3 (5.97)
max

Onde w,,,, € a maior frequéncia natural do problema.

Como é possivel observar, a implementagcédo deste método é semelhante ao das
Diferencas Centrais. Para mais informag6es sobre o método, o leitor é referenciado aos
estudos de Souza et al. (2004) e Souza & Moura (1997).

5.4.7 Método explicito de Chung & Lee (1994)

Chung & Lee (1994) apresentam uma nova familia de métodos explicitos para
solucéo de problemas dindmicos lineares e néo lineares. De maneira similar ao método
a-Generalizado, para lidar com modos de alta frequéncia indesejados, o método de
Chung & Lee (1994) apresenta dissipacao numérica controlavel. Este método apresenta

precisdo de segunda ordem. As posicOes e velocidades s&o aproximadas por:
Xevne = X + AtXt + ﬁlXt + ﬁZXt+At (5.98)
Xt+At = Xt + AtXt + V1Xt + VZXt+At (5.99)

Onde,



ﬁZ :Atzﬁc
= 1At
Y1 = 2
3At
Y2 = 2

75

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

O esquema de Chung & Lee (1994) apresenta somente um parametro livre, que é

0 parametro S.. A partir de um estudo de precisao, convergéncia e estabilidade, tem-se:

1<pB.<28/27
Isolando a aceleragdo na Equacgédo (5.98) obtém-se:

X~ — (Xt+At - Xt) _ AtXt . ﬁlXt
it Bz B. P

Substituindo as Equacgdes (5.99) e (5.105) em (5.13), tem-se:

oIl _aUe F +MX M +]/ZCX +CR

aX A - aX A t+At ﬁz t+At Ql’ ﬁz t+At t
Onde,

0 Xt AtXt ﬁlXt
‘ B. B B2
R, = X, + AtX, + 1 X, + 7,0,
Logo,
0211 — Va(X _ate +M+]/2C

t+At t+At

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)
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O algoritmo de Chung & Lee (1994) apresenta caracteristicas semelhantes ao
método da Diferencas Centrais para . = 1. Enquanto que para valores proximos a

28/27, o método apresenta maxima dissipacdo numeérica.

5.5 Impacto de estruturas contra anteparos rigidos

Nesta secdo apresenta-se 0 esquema adotado para implementagéo
computacional dos problemas de impacto unidirecional. A técnica aqui apresenta é
implementada em Greco (2004), Margques (2006) e Maciel (2008), na qual consiste em
restringir as posi¢des nodais impactantes através da condi¢céo de penetracdo nula (CPN),

onde:
X—-6=0 (5.110)

O termo 6 é a minima distancia entre o corpo e o anteparo rigido, conforme a
Figura 5.4. Tal figura descreve o esquema de impacto unidirecional de uma estrutura A
(estrutura projétil) distante 6 de um anteparo B (anteparo rigido), conforme a situacao |.
Referente a situacao Il, fisicamente, para que haja impacto a Equacgéao (5.110) deve ser

satisfeita. Desta forma, restringe-se as posi¢oes nodais de maneira que:
Xno = XAnteparo (5111)

Nessa situagdo, calcula-se o vetor de forgcas internas F;,; # 0 nos pontos
impactantes que contribuem diretamente no vetor de residuos (g = F.ont = Foxt — Fint),
de maneira a garantir a forca de reflexdo do corpo (Maciel, 2008). Neste trabalho,

desconsidera-se o atrito entre estrutura e anteparo rigido.

Com relacao a discretizagéao temporal dos problemas de impacto, os trabalhos de
Taylor & Papadopoulos (1993), Carpenter et al. (1991) e Solberg & Papadopoulos (1998)
enfatizam que a formulacéo classica de Newmark, isto €, com os parametros y =05 e
B = 0,25, mostra-se ineficiente para problemas envolvendo altas frequéncias. Uma

solucdo alternativa para corrigir tal instabilidade numérica pode ser averiguada em
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Hu (1997). No mesmo foi apresentado um algoritmo da familia de Newmark, que consiste
no algoritmo classico com os parametros y = 1,5 e g = 1,0 (Greco, 2004). A Figura 5.5

ilustra as regides de estabilidade do método de Newmark em fungédo dos parametros y e

B.

™

/////I

SITUACAO 1 A |

o)

e
IE

SITUACAO I '

~NTT77ANINTTT

——
——

Figura 5.4: Condicao de penetragao nula.

Através da Figura 5.5, observa-se que os parametros indicados por Hu (1997)
estao no limite da regido de estabilidade sobre a curva .

16 ' T T T T

Incondicionalmente
1,2 1 ; -
Estavel

Tnstavel - ﬁ:(i’“"o-s)l
ﬁ 0,8 = 4

— =05

Condicionalmente
0,4 - -

Estavel

0,0 T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Y

Figura 5.5: Regibes de estabilidade para os parametros de Newmark y e .
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CAPITULO 6

Aplicacbes Numéricas

Este capitulo tem como finalidade a analise do comportamento mecanico e
termomecénico de estruturas trelicadas, contemplando as nao linearidades fisica e

geométrica. Para isto, apresentam-se varios exemplos elucidativos.

Para avaliar a resposta dos métodos de integragédo temporal estudados, definiu-se
um conjunto de exemplos, sendo os resultados obtidos comparados com os resultados
presentes na literatura. Outro objetivo das analises numéricas foi o de apresentar, em um
mesmo trabalho, casos classicos contemplando os dois tipos de nao linearidades
abordadas, solucionados com o uso dos diferentes algoritmos.

Ainda referente aos algoritmos, por questdes de praticidade, caso nao seja dito o
contrario, adota-se 0s seguintes parametros para todos os exemplos:

y =05 a, =—097
B =025 ar = 0,01
6, = 1420815 B, =103

Relativo ao método de Newmark, exclusivamente para os problemas de impacto,
conforme mencionado no capitulo anterior, adota-se y = 1,5 e g = 1,0 (Hu, 1997). Desta
forma, destaca-se que o método a-Generalizado é ineficiente para problemas de impacto,
pois baseia-se na regra do trapézio. Portanto, em tais problemas nao serd empregado o
método a-Generalizado. Conforme mencionado anteriormente, nesse trabalho serdo

apresentados problemas de impacto sem atrito.

Seguindo o raciocinio de Duhamel, admite-se que existe um estado inicial

submetido a uma determina temperatura, positiva e constante com o decorrer do tempo,
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aqui definida como temperatura de referéncia, em que ndo sdo observadas tensoes,

muito menos deformagdes. Para a discretizacao temporal adota-se a = 0,5.

Desta forma, a partir das fontes de calor termoelastoplasticas, as mudancas de
temperatura sdo calculadas e, posteriormente, a configuracdo da estrutura €
determinada. A cada nova iteracdo 0s carregamentos térmicos sdo atualizados, para
assim, determinar a nova configuracao estrutural. O processo iterativo prossegue até que

variacdes de temperatura ou as deformag@es satisfacam o critério de parada imposto.

6.1 Barracom temperatura restrita

Referente aos problemas térmicos, o aplicativo desenvolvido é confrontado com
o estudo de Chen et al. (1987), que consta da analise térmica de uma barra
unidimensional no decorrer do tempo. A barra tem comprimento equivalente a 1 metro.
Pertinente a discretizacdo temporal, a analise consta de 600 passos de tempo de

0,0001 hr. Referente as propriedades térmicas, admite-se que:
k =1BTU/(hr m°F)
pc, =1 BTU/(m3°F)

A temperatura nas extremidades da barra € mantida constante com o decorrer do

tempo, segundo as condi¢des:
6(0,t) = 1000°F (6.1)
0(1,t) =0°F (6.2)

As condi¢Bes de contorno promovem a distribuicdo da temperatura entre os nos.
Através da Figura 6.1 percebe-se que os resultados obtidos condizem com o trabalho de
Chen et al. (1987), convergindo para a resposta analitica, onde é possivel comparar a
variagao da temperatura ao longo da barra para diferentes quantidades de elementos.
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Neste exemplo, a precisdo dos resultados fica condicionada pela quantidade de

elementos.

1000 T T T T T T : T
800 : : 8 Elementos -
—*— 16 Elementos
i 32 Elementos
o —aA— 100 Elementos
@ 600+ —@— Chen et al. (1986) 1
—
=
©
3
£ 400 —
(0]
|_
200 + \ B
S
0 : T . T : T r T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Posicdo (m)

Figura 6.1: Temperatura ao longo da barra.

6.2 Barracom carregamento térmico

Neste exemplo, presente nos estudos de Carrazedo (2009) e Copetti (2002),
avalia-se o comportamento térmico de uma barra unidimensional com carregamento
térmico. A barra foi decomposta em 100 elementos de igual dimensédo. Por questdes de
simplicidade, os autores adotam a condutividade térmica, o calor especifico e a massa
especifica equivalente a 1. A discretizacdo temporal é realizada com um intervalo de
tempo igual a 0,0001.

A Figura 6.2 esboca o carregamento térmico ao longo da barra, descrito pela
Equacéo (6.3).

p(x) = 10 cos(2mx) (6.3)
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Temperatura

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Posicéo

Figura 6.2: Carregamento térmico.

No decorrer da andlise, relativo a posi¢cao x = 0, temperatura e deslocamento sao

restringidos, conforme as expressoes:
6(0,t) =10 (6.4)
u(0,t) =0 (6.5)

As Figuras 6.3 e 6.4 esbogcam um resumo das variagcdes de temperatura ao longo
do tempo, nos quais condizem com os resultados de Carrazedo (2009) e Copetti (2002).

T T T T T T T T T
10 10
54 -5
o :
=}
©
8 0
£ 07 )}
[}
}_ <4
—1=0,002 | |
—1=0,02
- . & - 5
° t=0,1
—1t=0,2
_ —t=4 ]
-10 T T T T T T T T T -10
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Posigédo

Figura 6.3: Mudanca de temperatura ao longo da barra.
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Temperatura

x=0,00 |1
x=0,25
x=0,50 |
x=0,75
x=1,00 | ]

, . T . ,
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Tempo

Figura 6.4: Mudanca de temperatura em diferentes posic¢oes.

Através da Figura 6.3, percebe-se que, devido a temperatura restrita, a

temperatura em todos nés tendem a entrar em equilibrio com o decorrer do tempo,

ficando constante em algum momento (t = 4). Observar-se que com o passar do tempo
0 carregamento térmico é dissipado entre os nés. Enquanto que a Figura 6.4, ilustra o

caminho do equilibrio térmico para diferentes posi¢cdes da barra, onde 0os mesmos

tendem a um ponto em comum (6 = 10).

6.3 Trelica plana com temperaturas restritas

Neste exemplo, analisa-se 0 comportamento térmico de uma trelica plana com
temperaturas restritas, conforme ilustrado na Figura 6.5. Além disso, ndo existe

acoplamento entre as mudancas de temperatura e as deformacdes.

A discretizacdo € realizada com intervalos de tempo de 0,01. A condutividade
térmica, o calor especifico e a massa especifica sdo tomadas igual a 1. Na Figura 6.6 é

possivel visualizar a distribuicdo da temperatura na estrutura ao longo do tempo.

Observa-se, em conformidade com as leis da termodinamica, que a temperatura
se propaga dos pontos com temperatura mais elevada para as regidées mais baixas. Os

elementos centrais, por estarem posicionados distantes dos ndés com temperatura
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restrita, apresentam uma variacdo de temperatura mais lenta quando comparados aos
elementos proximos a fonte de calor. As temperaturas nodais continuam crescendo com

o decorrer do tempo, buscando equilibrio, até apresentarem o mesmo valor.

=10 =10

=10 0=10

Figura 6.5: Trelica plana.
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Figura 6.6: Mudancas de temperatura na trelica plana.
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6.4 Trelica plana de duas barras

Neste exemplo, presente nos estudos de Kassimali & Bidhendi (1988), Zhu et al.
(1994) e Ferreira (2009), a estrutura trelicada é composta por dois elementos finitos,
solicitados inicialmente por uma forca F, aplicada no né de unido entre os elementos
(Figura 6.7). As caracteristicas fisicas e geométricas dos dois elementos sdo dadas por:
E =20000 ksi, A =1 pol2, L =100 pol € p=118510-+*ksi s2. O periodo natural (T;)
de vibracdo vertical da estrutura em sua configuracdo indeformada é 0,139 s. As

propriedades de amortecimento da trelica foram desprezadas.

Referente a discretizacao temporal, adota-se trés passos de tempo, equivalente a
T,/ 50, T,,/ 500 e T,/ 5000. O objetivo deste exemplo é comparar o comportamento dos
esquemas de integracdo temporal. A analise é realizada para trés casos, diferenciados
pelos carregamentos. O Caso 1 consta de um carregamento constante, enquanto que
nos Casos 2 e 3, tem-se um carregamento decrescente, partindo de 200 e 1545 Kkips,

respectivamente, conforme a Figura 6.7.

F

200 1545

800 p—-

30

> > >
>t 03 t 03 t

Figura 6.7: Trelica constituida por dois elementos finitos.

O primeiro passo na analise dinamica é definir um valor apropriado para o intervalo
de tempo, sendo que o0 mesmo esta diretamente relacionado com o comportamento real
da estrutura e problemas de instabilidade numérica (Bathe & Wilson, 1973). As Figuras
6.8, 6.9 e 6.10 comparam, diante diferentes algoritmos de integracdo temporal para
distintos intervalos de tempo, o deslocamento vertical do n6 onde o carregamento é

aplicado.
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—a— Newmark
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Figura 6.8: Caso 1.
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Figura 6.9: Caso 2.
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Figura 6.10: Caso 3.
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Em tais figuras € possivel visualizar, principalmente nos métodos explicitos, a
influéncia de At na resposta estrutural. Vale destacar que, neste exemplo, a adoc¢éo de
intervalos menores que 0,0000278s ndo implicara em mudancas perceptiveis no
comportamento dos resultados.

Através das Figuras 6.8, 6.9 e 6.10 é possivel visualizar a discrepancia de
resultados entre métodos. Os resultados dos métodos explicitos apresentaram, entre si,
uma diferenca relativamente pequena. Como esperado, o método de Chung & Lee (1994)
apresentou um pequeno amortecimento numeérico em relagdo aos algoritmos de Souza

& Moura (1997) e Diferencas Centrais. Tal amortecimento € condicionado pela

manipulag¢do do parametro S..

Para os intervalos 0,00278 e 0,000278 s, os métodos explicitos apresentam certo
amortecimento em relagcdo aos métodos implicitos. A medida que se diminui os intervalos
de tempo, diminui-se a dissipacdo dos métodos explicitos, enquanto que os resultados

dos métodos implicitos ndo sofrem grandes mudancas com a variagéo do intervalo.

As Figuras 6.8, 6.9 e 6.10 destacam, com nitidez, o amortecimento numeérico
introduzido pelo método a-Generalizado. Além dos parametros, tal amortecimento esta
diretamente relacionado com a magnitude dos deslocamentos. Outra observacgao
importante neste método, é que, 0 amortecimento numeérico diminui com a diminui¢cdo do
intervalo de tempo. O método de Newmark apresentou, praticamente, resultados
idénticos ao dos pesquisadores referenciados anteriormente, independente do intervalo
de tempo. Os métodos de Houbolt e Wilson-8 manifestaram um leve amortecimento para
os intervalos 0,00278 e 0,000278 s.

O método a-Generalizado apresentou um comportamento incomum no Caso 3,
onde esbocou redugédo do comprimento de onda e da amplitude dos deslocamentos,
porém, com a diminuicdo do intervalo de tempo e com o decorrer do tempo, o método

tende a recuperar seu comportamento tipico.

A abordagem explicita exigiu menos esforco computacional, porém, existe a
necessidade de um intervalo de tempo menor, como ja esperado. Os métodos explicitos

e implicitos praticamente condizem para o intervalo de tempo igual a 0,0000278 s.
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6.5 Cuapulatrelicada com 24 barras

Este exemplo, amplamente abordado na literatura (Meek & Tan, 1984; Zhu et al.,
1994; Wang et al., 2006), consiste em uma cupula trelicada em forma de estrela com
comportamento ndo-linear. A geometria da estrutura € apresentada na Figura 6.11. O
sistema possui 13 nés e 24 elementos. A discretizacdo é executada com o intervalo de
tempo igual a 0,001 s. A estrutura € solicitada por uma forga constante ao longo do tempo.

Cada elemento possui as seguintes caracteristicas:

E = 30000 N/cm? A =317 cm?
oy =200 N/cm? Cm =3s71
p =20 g/cm?

As Figuras 6.12 e 6.13 ilustram, através do método de Houbolt, a variacdo da
posicao vertical do né central com o decorrer do tempo, para carregamentos com
diferentes magnitudes. A Figura 6.12 aborda somente a ndo linearidade geométrica,
enquanto que a Figura 6.13 contempla o comportamento elastoplastico.

Para os carregamentos 25N e 50N a estrutura apresentou comportamento

puramente eléstico, desta forma, os resultados de ambas as figuras sd&o os mesmos.

No instante que os esfor¢os atingem a tensdo de escoamento a estrutura passa a
trabalhar no regime plastico. Na Figura 6.13 é possivel visualizar uma mudanca no
comportamento da trelica apos a plastificacdo, pois a estrutura ndo consegue regressar
a posicado de equilibrio inicial, visto que o acumulo de deformacéo plastica durante o
processo plastificagdo tem carater irreversivel. Como consequéncia imediata, apesar do
deslocamento maximo ser maior do que o deslocamento obtido sem a consideragédo da

nao linearidade fisica, tem-se a reducédo da amplitude das posicoes.
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Figura 6.11: Capula trelicada com 24 barras.
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Figura 6.12: Posicdes (N&o linearidade geométrica).
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——F=25N
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Figura 6.13: Posi¢des (N&o linearidade fisica).

As Figuras 6.14 e 6.15 comparam o comportamento elastoplastico da estrutura
perante distintos esquemas de integracéo temporal, sem e com dissipacdo de energia,
respectivamente. Tais figuras referem-se a variacao das posi¢des verticais do né central
para F =100 N .

—&— Newmark

—e— Houbolt

—&— Wilson-6
HHT-a

—+— WBZ-a

—— Diferengas Centrais
Souza & Moura (1997)

—<— Chung & Lee (1994)

Posicao (cm)

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
Tempo (s)

Figura 6.14: Posi¢cOes (Sem dissipagao de energia).

As Figuras 6.14 e 6.15 evidenciam, novamente, a necessidade de empregar um
intervalo de tempo adequado para a discretizacdo dos métodos explicitos. Referente a
variacdo das posi¢oes, além do amortecimento, observa-se que os métodos explicitos
apresentam determinada suavizacao dos picos, sendo tal comportamento relacionado ao

valor de At.
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Os métodos HHT-a e WBZ-a, casos particulares do método a-Generalizado, como
esperado, introduzem certo amortecimento numérico, de acordo com os parametros ay e
a,,. Os demais métodos apresentam comportamento semelhante ao descrito no exemplo

anterior.

—=— Newmark

—e— Houbolt

—A— Wilson-0
HHT-o

—+— WBZ-a

—#*— Diferengas Centrais
Souza & Moura (1997)

—%— Chung & Lee (1994)

Posigao (cm)

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
Tempo (s)

Figura 6.15: Posi¢Oes (Com dissipacéo de energia).

Na Figura 6.15, com o passar do tempo, todos os métodos tendem para 0 mesmo

resultado, onde a resposta dinAmica converge para a resposta estatica.

6.6 Impacto unidirecional entre barra e anteparo rigido

Este exemplo, abordado inicialmente por Armero & Petocz (1998) e também
reproduzido por Marques (2006) e Maciel (2008), trata do impacto uniaxial de uma barra,
com velocidade constante, com um anteparo rigido (Figura 6.16). Os dados de entrada

do problema sédo adimensionais, sendo E=1, L=1, A=1, p=1,¢c_=0 e § =0,05.

Investiga-se o comportamento das forcas de contato e velocidade dos nés
impactantes diante diferentes métodos de integracdo temporal, explicitos e implicitos.
Neste exemplo é investigada somente a ndo linearidade geométrica. A discretizagédo
temporal é realizada para 500 passos de tempo de 0,01. A barra foi discretizada em 20

elementos finitos de mesma dimensao.
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Figura 6.16: Esquema de impacto entre barra e anteparo rigido.

Constata-se que apenas 0 n6 da extremidade sofre impacto. As Figuras 6.17 e
6.18 expdem a solucdo numérica da velocidade e forca de contato do né que sofre

impacto.

—— Newmark —&— Wilson-06 —@— Houbolt —&— Diferencas Centrais
Souza & Moura (1997) —¢—Chung & Lee (1994) Analitico
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0,00 - _/— =\7.A=—=—I s ! - -

-0,25 , -

n

Velocidade

-0,50 - 4

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
Tempo

Figura 6.17: Velocidade do n6 impactante.

Observa-se na Figura 6.17 que o impacto provoca um salto de velocidade na
extremidade da barra. No primeiro trecho de tal figura, percebe-se que os algoritmos
explicitos, principalmente o método das Diferencas Centrais, eliminam sensivelmente as
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oscilagdes no momento do impacto quando comparados com os algoritmos implicitos,
desta forma, aproximando-se do resultado analitico. Como consequéncia de ser um
método multipasso, as velocidades obtidas pelo método de Houbolt apresentam elevadas
perturbacées em torno do instante de impacto. Os métodos de Chung & Lee (1994) e
Newmark esbogcam comportamento semelhante, nos quais apresentam um breve salto
das velocidades do momento de impacto e rapidamente convergem para a resposta
analitica. O método de Souza & Moura (1997) apresenta baixas oscila¢des, porém, para

dissipa-las, leva mais tempo do que o método de Newmark.

Dentre todos os métodos, o esquema de Wilson-0 teve o pior desempenho, apesar
de nao ser visivel, ap6s o impacto, no segundo trecho, a resposta numérica apresenta
leves oscilagbes em torno da resposta analitica, diminuindo com o passar do tempo. Com
excecdo do esquema de Wilson-6, os resultados de todos os métodos coincidem no

segundo trecho.

Referente ao terceiro trecho da Figura 6.17, os algoritmos de Houbolt e Wilson-6,
guando comparados com a resposta analitica, apresentam melhor desempenho. Os

demais métodos apresentam resultados bastantes préximos.

Newmark Wilson-6 Houbolt Diferengas Centrais
Souza & Moura (1997) ——Chung & Lee (1994) Analitico

0.0 i T Y T i T ' T ] i Y T T ]

| ﬂm\m
-0,5 1 \]HV’V ] V-V—V'A DDA A A A A b - VAV V

-1,0 1 . ] 4

1,54 - _ -

Forga de contato

2,04 . _ 4

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1,5 2,0 2,5
Tempo

Figura 6.18: Forca de contato do n6 impactante.
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A Figura 6.18 enfatiza a ineficiéncia dos métodos de Houbolt e Wilson-6 para
problemas de impacto, onde é possivel visualizar a propagac¢éo de perturbagdes com o

decorrer do tempo.

Vale salientar que a solucéo analitica, baseada em conservacao da quantidade de
movimento, apresenta como velocidade de reflexdo a velocidade média final do corpo e
nao do ponto em questdo (Marques, 2006). Através das duas figuras mostradas
anteriormente, conclui-se que os métodos explicitos e o esquema de Newmark sdo mais

adequados para solugao de problemas de impacto.

6.7 Vigatrelicada

Neste exemplo analisa-se a influéncia do comportamento termoeldstico na
resposta estrutural. A trelica analisada é composta por 107 elemento e 48 nos. Além das
condicdes de contorno e carregamento, a Figura 6.19 destaca os nés estudados (n6 2 e
16). Ao longo da analise, admite-se que 0os nds com deslocamentos restritos nao
apresentam variacdo de temperatura. A discretizacdo temporal é realizada através do
método de Newmark para 1000 passos de tempo com intervalo de 0,0001 s. A estrutura

tem as seguintes caracteristicas:

E =68 GPa c, =900 J/(°Ckg)
p = 2700 kg/m3 k=210 J/(°Cms)
A = 0,001 m?
F
I y
1,0m
y
I 1,0m
X % &
150m

Figura 6.19: Viga Trelicada.
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S&ao analisados quatro casos distintos, onde varia-se a temperatura de referéncia

e o coeficiente de expanséao térmica. Logo:

Caso 1: 8, = 20 °C, a = 0,0000240 m/(m °C)
Caso 2: 8, = 100 °C, a = 0,0000240 m/(m °C)
Caso 3: 8, = 300 °C, a = 0,0000255 m/(m °C)

Caso 4: 8, = 500 °C, a = 0,0000274 m/(m °C)

Ressalta-se que os resultados apresentados neste exemplo ndo descrevem com
fidelidade o comportamento do material, ou seja, s&o meramente ilustrativos, pois devido
as extremas temperaturas de referéncia dos Casos 3 e 4, torna-se inevitavel a

consideracao de leis constitutivas viscoelastoplasticas e hiperelastoplasticas.

A discrepancia entre os resultados termoeléstico e mecanico esta diretamente
relacionada com a magnitude das mudancas de temperatura. A Figura 6.20 (a-b) exibe a
variacdo dos deslocamentos horizontal e vertical, respectivamente, do né 16. O Caso 1
apresentou resultados bastante préximo da resposta mecanica. Em tais figuras é possivel
observar que temperaturas de referéncia mais elevadas promovem variacdes de

temperatura mais relevantes.

| Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Resposta Mecénica\
0,25 T T T 2,0 T T T T T J T
0,20 .
= 154 §
= £
o
£ 0151 %
& E 104 i
8 [&]
% 0,10 i %
o a
0,51 -
0,05 .
0,00 . . : 0.0 : . .
0,00 0,05 0,10 0,00 0,05 0,10
Tempo (s) Tempo (s)
(a) Horizontal (b) Vertical

Figura 6.20: Deslocamentos do né 16.
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A diferenca entre a reposta elastica e termoelastica aumentam com o decorrer do
tempo. Isto mostra que, o acoplamento termoelastico ndo deve ser desprezado, pois,
como € possivel observar, tal comportamento pode apresentar contribuicdes

significativas na resposta estrutural.

A Figura 6.21 apresenta a variacdo de temperatura no n6 2 ao longo do tempo.
Observa-se, emtodos 0s casos, que 0 no 2 apresenta inicialmente uma variagdo negativa
de temperatura e comeca a aquecer rapidamente a partir de determinado momento. Para
o Caso 1, devido a temperatura de referéncia ser relativamente baixa, tem-se pequenas
variacdes de temperatura, atingindo um maximo de 0,14 °C. Comparando-se os Casos 1
e 2, sendo que 0s mesmos apresentam coeficiente de expansao térmica iguais, percebe-
se a influéncia da temperatura de referéncia nos resultados. Para temperaturas de
referéncia mais elevadas, Casos 3 e 4, tem-se um aumento consideravel da magnitude

das temperaturas.

%)
<
o Caso 1
2 Caso 2
e Caso 3
g Caso 4
|_

: : :
0,00 0,05 0,10
Tempo (s)

Figura 6.21: Variacdo de temperatura no né 2.

A Figura 6.22 ilustra, para o Caso 4, a distribuicdo de temperatura na estrutura
indeformada para 4 instantes de tempo, onde é possivel observar a evolucdo de tais
temperaturas para diferentes niveis de deformacdo. Constata-se que as barras

comprimidas aquecem, enquanto que as barras tracionadas apresentam variacdo de
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temperatura negativa. Esse comportamento é denominado de efeito Gough-Joule
(Holzapfel & Simo, 1996).

Todos os casos apresentam distribuicdes térmicas semelhantes a Figura 6.22,
diferenciados somente pela magnitude das mesmas. Portanto, fica nitido a importancia
de se considerar o efeito das mudancas de temperatura decorrente das deformagdes,
pois, dependendo do material, carregamento e condi¢des iniciais, 0 acoplamento
termoelastico pode apresentar contribuicdes predominantes na reposta estrutural.

016070

I 0,12271
i 0,05471
P 4 0,04672
000573

/ -0,02827
-0,06726

-0,10525

(a) t =0,001s

0,38850

0,238984

019118
0,08253

=0,00813

-0,10478

-0,201344

-0,30210

(b) t=0,010s

2,84397

2,10403

1,36408
0,62413

-0,11581

-0,85576

-1,58570

-2,33565

(c) t=0,050 s

5,37529

397655

257781
1,17907

~0,21867

~1,B184

=3,01715

-4,41559

-5,51453

(d) t =0,100 s

Figura 6.22: Distribuicdo de temperatura ao longo do tempo.
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6.8 Barra sob carregamento elastoplastico

Este exemplo foi apresentado inicialmente por Kamlah & Haupt (1998), e
posteriormente, por Carrazedo & Coda (2010). Consiste na analise da mudanca de
temperatura de uma barra isolada adiabaticamente com comportamento elastoplastico,

sob as seguintes condig¢des iniciais e de contorno:
0(x,0) =0 (6.6)

0(0,t) =06(10,t) =0 (6.7)

A barra tem 10 cm de comprimento e temperatura de referéncia equivalente a
293 K, além disso, apresenta as seguintes propriedades termoelastoplasticas:

E =210 kgf/m? k=20]/(Kms)
H=3108 kgf/m? ¢, = 480 J /(K kg)
oy = 2107 kgf/m? a = 0,000016 m/(K m)

p = 7800 kg/m?3

Admite-se que todo trabalho plastico é convertido em calor, ou seja, despreza-se
o trabalho frio. Uma consideracdo importante empregada pelos autores é que a
temperatura ndo provoca deformagfes. Isso posto, a historia das cargas é dada pelo
histérico das deformacdes, sendo:

é(t) = 0,0001s? para 0% <e<15% = Os <t <150s

é(t) = —0,0005s7! para 15%<e<-15 > 150s <t < 210s

£(t) = 0,0002s71 para —-15%<e<10 = 210s <t < 335s

Esse processo ainda é dividido em periodos de carregamento elastico e elastoplastico:

1. Os <t<10s Carregamento eléstico (Tragao)

2. 10s <t <150s Carregamento elastoplastico (Tracao)
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6.

150s <t < 154s
154s <t <?210s
210s <t < 220s

220s <t <335s

101

Carregamento elastico (Compressao)
Carregamento elastoplastico (Compresséo)
Carregamento elastico (Tracao)

Carregamento elastopléstico (Tragéo)

Sendo assim, confrontam-se os resultados obtidos com os trabalhos mencionados

anteriormente. Os diferentes periodos elasticos e elastoplasticos da historia do

carregamento podem ser facilmente identificados na Figura 6.23, que ilustra a fonte de

calor termomecanica ao longo do tempo. Observa-se que o modelo elastoplastico com

encruamento apresenta uma fonte de calor superior ao modelo elastoplastico perfeito e,

consequentemente, mudancas de temperatura mais relevantes. Referente ao modelo

elastoplastico perfeito, a fonte de calor e variagdo de temperatura obtidas nesse trabalho

foram idénticas aos encontrados por Carrazedo & Coda (2010).

0,6

Fonte de calor mecanico (MPa)

-0,2

04

0,24

i Carrazedo & Coda (2010)
91 Modelo elastoplastico com encruamento

Kamlah & Haupt (1988)

Modelo elastoplastico perfeito

/

Ve i

T T
67 134
Tempo (s)

T T T T
201 268 335

Figura 6.23: Fonte de calor mecanico.

A Figura 6.24 mostra as mudancas de temperatura no centro da barra, para os

modelos elastoplastico perfeito e elastoplastico com encruamento cinematico. A partir de

tal figura é possivel visualizar que o trabalho plastico € a principal fonte de calor.
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Kamlah & Haupt (1997)

Carrazedo & Coda (2010)

Modelo elastoplastico com encruamento
Modelo elastoplastico perfeito

Temperatura (K)

T T T T T T T T
0 67 134 201 268 335
Tempo (s)

Figura 6.24: Mudanca de temperatura no centro da barra.

A Figura 6.25 apresenta a variacdo de temperatura ao longo da barra para
diferentes instantes de tempo. As mudancas nas fases de aquecimento e resfriamento
séo definidas pelas mudancas de estado do corpo. Como era esperado, percebe-se que
o modelo elastoplastico com encruamento cineméatico apresenta variagdes mais elevadas
de temperatura do que o elastoplastico perfeito, haja visto que os niveis de tensées no

modelo cinematico também sao mais elevados.

—— t=10s t=100s t=150s t=154s t=210s t = 220s t = 230s t = 335s
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Posicao (cm) Posigao (cm)
(a) Elastoplastico perfeito (b) Elastoplastico com encruamento

Figura 6.25: Distribuicdo de temperatura ao longo da barra.
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6.9 Cuapulatrelicada com 168 barras

A geometria da cupula é apresentada na Figura 6.26, sendo a mesma composta
por 73 nos e 168 barras. Este exemplo foi adaptado dos estudos de Papadrakakis (1981),
Forde & Stiemer (1987), Wang et al. (2006) e Lacerda (2014).

Vista Superior

o N6 Livre (XY2)

® N6 Restrito (XYZ)

——————— 179,022 cm
4 156,947 cm

94,083 cm

| |
| |
—110,98cm —]
L

|
|
|
|
203,3cm :

;—290,0 cm4‘
Figura 6.26: Capula trelicada com 168 barras.
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Os nos com altura de 94,083 cm apresentam carregamento vertical de 5kN,
enquanto que os nos com altura de 156,947 e 179,022 cm apresentam carregamento
vertical equivalente a 10 e 50KkN, respectivamente. Admite-se que 0s ndés com
deslocamentos restritos ndo apresentam variagdo de temperatura. A area da secao

transversal é 1 cmz.

A discretizacdo temporal é realizada através do método de Newmark para 2000
passos de tempo de 0,0001s, com temperatura de referéncia igual 300 K. Além disso,
admite-se que todo trabalho plastico é convertido em calor. Adotou-se as seguintes
propriedades termoelastoplasticas:

E =10000 N/cm? c, =115 J/(K kg)
H =50 N/cm? k=02]/(K cms)
oy =25 N/cm? a = 0,00013cm/(K cm)

p =0,0054 kg/cm3

Na Figura 6.27 € possivel visualizar as mudancas de temperatura do n6 central
para trés situacbes. Na primeira situacdo, considera-se somente a geracdo de calor
devido as deformacfes elasticas, enquanto que na segunda tem-se que a geracao de
calor € motivada apenas pelas deformacdes plasticas, e por fim, na dltima situacéo,
considera-se ambos os termos de geracao de calor.

Ainda na Figura 6.27, na primeira situacao, observa-se que a variagdo negativa de
temperatura continua evoluindo com o passar do tempo, pois os esforcos de tragéo
continuam presentes com o decorrer da analise. A curva de geracao de calor puramente
plastica mantém-se nula até 0,01s, sendo que a partir desse ponto a estrutura entra no
regime elastoplastico, onde o acumulo de deformacdes irreversiveis provoca mudancas
de temperatura positivas. J& na terceira curva, tem-se, inicialmente, variacdo negativa de
temperatura, sendo que a partir de determinado momento os efeitos da plastificacéo

tornam-se predominantes e 0 n6 central comeca a aquecer.
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Figura 6.27: Variagdo de temperatura no no central.

(a) t =0,05s (b) t =0,10s

(c)t=015s (d)t=020s
Figura 6.28: Distribuicdo de temperatura na cupula.
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Na Figura 6.28 tem-se a distribuicdo das temperaturas na cupula, considerando o
comportamento elastoplastico, para 4 instantes de tempo. Inicialmente, devido a
distribuicdo das deformacdes, a regido central da cUpula apresenta varia¢cao negativa de
temperatura, e, devido ao acumulo de deformacdes plasticas, comeca a aquecer a partir

de determinado momento, em conformidade com a Figura 6.27.

6.10 Impacto unidirecional com acoplamento termomecéanico

Este exemplo consiste na inclusdo do acoplamento termomecéanico no exemplo
abordado na Secao 6.6. De maneira analoga, trata do impacto uniaxial de uma barra com
um anteparo rigido, onde investiga-se a geracdo de calor devido as deformacdes
elésticas. A discretizacao temporal é realizada através do método de Newmark para uma
temperatura de referéncia equivalente a 10. As demais informagdes sao idénticas as
apresentadas na Secao 6.6. Desta forma, considera-se as seguintes propriedades

termoelasticas: C,=1, k=1e o =0,11.

Da mesma forma, apenas o n6 da extremidade sofre impacto. As Figura 6.29 e
Figura 6.30 descrevem, respectivamente a velocidade e a forca de contato, onde é
possivel comparar a resposta analitica com as respostas numeéricas mecéanica e
termomecanica. Em ambas as figuras, antes do impacto, as resposta mecanica e
termomecanica foram iguais, haja visto que a estrutura ndo sofre deformagdes em tal

momento.

Os resultados mecéanico e termomecéanico das velocidades do né impactante sao
praticamente idénticos até o instante 2,01. A partir deste ponto, a diferenca entre os
modelos aumenta com o decorrer do tempo. Como é possivel observar na Figura 6.30,
devido a geracao de calor, tem-se forcas de contato superiores a resposta mecanica e,

consequentemente, o tempo de contato é reduzido.

As Figuras 6.31, 6.32 e 6.33 ilustram as mudancas de temperatura para a
configuragédo indeformada da barra. Primeiramente, admite-se que as mudancas de

temperatura ndo provocam deformacdes, e em seguida considera-se o termo de
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acoplamento. Em tais figuras varia-se o coeficiente a. Quanto maior o valor de a« maiores

serdo as mudancas de temperatura e menor sera o tempo de contato.
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Figura 6.29: Velocidade do n6 impactante.
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Figura 6.30: Forca de contato do n6 impactante.

Através das Figuras 6.31, 6.32 e 6.33 percebe-se que o acoplamento
termomecénico promove um efeito secundario, onde as variagfes de temperatura foram
mais relevantes quando se consideram que as mudancas de temperatura geram
deformacgBes. Em todos 0s casos, a barra atinge a temperatura maxima entre os instantes

1,0 e 1,5. Apds a reflex@o a barra comeca a resfriar rapidamente.
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(b) Mudancas de temperatura provocam deformacgoes.

Figura 6.31: Mudanca de temperatura (« = 0,11).
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(b) Mudancas de temperatura provocam deformacgoes.

Figura 6.32: Mudanca de temperatura (a« = 0,17).

109



110

1,55
1,33
1,10
0,88
0,65
0,43
0,20
-0,02
-0,25
-0,47
-0,70
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(b) Mudancas de temperatura provocam deformacgdes.

Figura 6.33: Mudanca de temperatura (a« = 0,23).
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6.11 Impacto entre trelica plana e anteparo rigido

Este exemplo consiste no impacto entre uma trelica plana circular e um anteparo
rigido (Figura 6.34). A estrutura € composta por 264 barras e 97 nés. A discretizacao
temporal é realizada através do esquema de Newmark com intervalo de tempo de

0,00001s. Isto posto, tem-se os seguintes dados do problema:

E=2110" N/m? A =0,0036 m?

H =510% N/m? k=27]/(Kms)

oy =110% N/m? c. =480]J/(K kg)

p =7850kg/m?3 a = 0,000011m/(K m)

Admite-se que todo trabalho pléstico é convertido em calor. Além disso, adota-se
uma temperatura de referéncia equivalente a 300 K. A estrutura se move com velocidade

equivalente a 35 m/s,com § =0,01m.

X=35m/s

16,00 m

8,00 m 8,00 m L

r \ NN RN NN RN NN N ‘

Figura 6.34: Esquema de impacto entre trelica plana e anteparo rigido.
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Cinco nos sofrem impacto, conforme indicado na Figura 6.34. A Figura 6.35
apresenta a evolucdo das mudancgas de temperatura dos nds impactantes ao longo
tempo, sendo que tais nés comecam a aquecer rapidamente a partir do instante de
impacto. Além disso, a partir de determinado momento, observa-se uma suave reducao
nas variacbes das temperaturas, caracterizado pelo efeito Gough-Joule e/ou pela
dissipacdo das temperaturas entre 0s nos.

A Figura 6.36 apresenta, para instantes de tempo diferentes, a distribuicdo das

temperaturas na estrutura em sua configuracao deformada.

%3

© +N65
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g —a&— NG 7
g_ N6 8
2 —x— NG 9

-2 i T y T ' T Y
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100

Tempo (s)

Figura 6.35: Variagcdo de temperatura nos nos impactantes.

Portanto, em concordancia com as Figuras 6.35 e 6.36, ressalta-se a importancia
de abordar o comportamento termomecanico em problemas de impacto, pois as altas
taxas de deformacdo podem promover mudancas significativas na configuracao

estrutural do elemento.
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Figura 6.36: Distribuicdo das temperaturas.
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CAPITULO 7

Conclusodes

As conclusdes deste trabalho foram expostas ao longo do mesmo, em particular,
sempre que se apresentaram ensaios numéricos. Entretanto, neste capitulo, refere-se

em sintese 0s aspectos mais relevantes.

A condicionalidade é um fator importante para escolha do método de integracéo
temporal. Naturalmente, deseja-se que os algoritmos de integracdo temporal sejam
incondicionalmente estaveis, entretanto, desde que a restricao do intervalo de tempo seja

garantida, os algoritmos condicionalmente estaveis sdo igualmente adequados.

Através deste estudo fica evidente a dependéncia de um intervalo de tempo
adequado para os métodos explicitos, promovendo determinado amortecimento quando
comparados aos métodos implicitos. Desta forma, conforme constatado nos exemplos
numéricos, os métodos implicitos apresentam certa superioridade quando comparados
aos métodos explicitos, haja vista que os algoritmos explicitos necessitam de intervalos
de tempo relativamente menores, para apresentar os mesmos resultados dos algoritmos

implicitos.

Ressalta-se que os métodos explicitos apresentaram bom desempenho nos
problemas de impacto, sendo que tais métodos eliminam, sensivelmente, as
perturbacdes presentes no instante do impacto. Portanto, para problemas de impacto,
em concordancia com a literatura especializada, os métodos explicitos sdo altamente
recomendaveis. O método de Newmark também apresentou excelentes resultados. Com
base nos resultados obtidos, ndo se recomenda a utilizacdo dos métodos de Houbolt e

Wilson-6 para solugéo de tais problemas.
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Apesar dos métodos HHT-a, WBZ-a e a-Generalizado ndo terem sido
apresentados nos problemas de impacto, destaca-se que 0S mesmos apresentam
resultados inconsistentes para tais problemas, nos quais sdo extremamente sensiveis
aos parametros de amortecimento numérico adotado. Sendo necessario, conforme
Hu (1997), a modificacdo dos parametros de Newmark. Consequentemente, torna-se
inevitavel a alteracdo dos parametros de amortecimento, em conformidade com estudos

de estabilidade, precisdo, convergéncia e etc.

Através dos exemplos numéricos € possivel observar a diferenca entre os
resultados mecanico e termomecanico. Portanto, faz-se mister a importancia de se
considerar a interacdo entre comportamento térmico e mecéanico, pois, conforme

apresentado, os mesmos podem motivar redistribuicdes de tensdes expressivas.

Em conformidade com o que foi exposto, constata-se que a temperatura de
referéncia é um fator importante na andlise termomecanica, sendo que temperaturas de
referéncia elevadas implicam em variacdes de temperatura elevadas. Referente as
estruturas com comportamento elastoplastico, destaca-se o acumulo de deformacgdes
irreversiveis, pois, dependendo do histérico das deformacdes, introduzem uma parcela
significativa na geracéo de calor.

Enfatiza-se, principalmente, a consideragcdo do acoplamento termomecanico nos
problemas de impacto, nos quais, devido as altas taxas de deformacéo, a interagao entre
a resposta mecanica e térmica promove efeitos secundarios significativos, modificando o

comportamento estrutural.

Portanto, fica claro a relevancia do acoplamento termomecéanico nos problemas
de engenharia, pois, dependendo do material, carregamento e condi¢des iniciais, tal
acoplamento pode apresentar contribuicdes predominantes na resposta estrutural.

Como sugestédo para futuros desenvolvimentos, e num seguimento imediato desta
dissertacdo, propbem-se o emprego de elementos mais complexos, capazes de
representar os esforcos de torgcéo, flexao e etc.. Referente aos problemas de impacto,

recomenda-se aumentar a complexidade do estudo, como, por exemplo, inclusdo do
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atrito e impacto entre estruturas. Além disso, implementar a transmissdo de calor por

convecgéo e radiagao.
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