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RESUMO

O estudo das equagdes utilizadas nos Simuladores Numéricos de
Reservatorios é de fundamental importancia no desenvolvimento de campos
petroliferos, pois faz parte do processo que busca descrever como se
comporta o fluxo de hidrocarbonetos no interior de um reservatorio. Neste
trabalho, buscou-se compreender as equagfes para um fluxo monofasico de
um fluido quando aplicadas em um meio poroso bidimensional horizontal. Foi,
portanto, realizado um estudo de todos os fundamentos envolvidos para
aumentar o entendimento sobre estas equacdes, a fim de desenvolver uma
metodologia de calculo, através da utilizagdo de um fluxograma, facilitando o
futuro desenvolvimento de um simulador, tomando como base o modelo

black oil.

Palavras Chave: simulador; reservatério; monofasico; bidimensional.
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ABSTRACT

The study of the equations behind the Numerical Reservoir Simulation has a
major impact in the development of oil fields. It takes part in the process that
looks forward to describe how the hydrocarbons flow inside a petroleum
reservoir. The work presented here attempts to understand the underlying
principles and equations that control the single-phase fluid flow in a two-
dimensional porous medium. The major goal is to develop a simple calculus
procedure by the use of a flowchart that could aid in the future development of

a flow simulator, considering the black-oil model.

Keywords: simulator; reservoir; single-phase; two-dimensional.
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CAPITULO |

1. INTRODUCAO

Os simuladores de sistemas podem ser classificados entre fisicos e
matematicos. Os simuladores fisicos sdo, por exemplo, os simuladores
analdgicos, os modelos reduzidos e protétipos. Os simuladores mateméaticos

podem ser subdivididos em analiticos e numéricos (Rosa, 2011).

Partindo dessa definicdo, o estudo realizado ird ser fundamentando na
Simulacdo de Reservatérios, que € um processo em que se busca inferir o
comportamento real de um reservatério. Podendo esse modelo ser fisico ou

matematico.

Um modelo matematico de um sistema fisico € um conjunto de
Equacdes Diferenciais Parciais, que juntamente com um conjunto apropriado
de condigbes de fronteira, visam descrever os processos fisicos que estédo

ocorrendo no sistema.

Os processos que ocorrem em um reservatério de petrdleo séo
basicamente o fluxo de fluidos e a transferéncia de massa. No fluxo de
fluidos trés fases imisciveis podem fluir simultaneamente, sendo elas agua,
Oleo e gas. J& a transferéncia de massa ocorre, majoritariamente, entre as

fases géas e dleo.

As equacg0es utilizadas durante a modelagem do sistema devem levar
em consideragao as for¢as gravitacionais, capilares e viscosas. As equagoes
diferenciais sé@o obtidas combinando a lei de Darcy para cada fase, aplicando

o balanco diferencial de materiais a cada fase.
Portanto, um modelo numérico de um reservatério € um software

computacional que usa métodos numéricos para obter uma solugéo

aproximada para o modelo matemético (Peaceman, 1977).

Yago Santos de Sousa 9
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1.1. Objetivo

O objetivo deste trabalho é o estudo do conjunto de equagdes
utilizadas para modelar o fluxo monofasico em um meio poroso
bidimensional, descrevendo de forma aproximada como se comporta um

reservatério que possui essas caracteristicas.

Para tanto, realiza-se um fluxograma que mostre o deslocamento de

um fluxo monofésico de liqguido em um meio poroso bidimensional horizontal.

1.2. Organizacgéo do Trabalho

Este trabalho estd organizado em 4 capitulos. O Capitulo | -
Introducdo, contém a motivacdo e os objetivos deste trabalho. O Capitulo Il -
Equacgbes para o Fluxo de Fluidos em Reservatérios de Petroleo, contém os
conceitos fundamentais que serdo utlizados para descrever o fluxo
monofasico em um meio poroso bidimensional horizontal, como a lei da
conservacdo da massa, equacdo de estado e a Lei de Darcy. Além disso,
também contém a classificagdo dos simuladores de reservatdrios. O Capitulo
[l - Metodologia de Célculo Aplicada ao Modelo Matemético, mostra a
metodologia de calculo utilizada para o calculo das pressfes. O Capitulo IV -
Consideragdes Finais, trata das conclusbes e recomendacdes que foram

feitas sobre o trabalho desenvolvido.

Yago Santos de Sousa 10
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CAPITULO I

2. EQUACOES PARA O FLUXO DE FLUIDOS

O objetivo deste capitulo € o desenvolvimento de um modelo
matematico que possa representar o comportamento de um reservatério de

petréleo, através de equacdes de basicas de fluxo para o modelo black-oil.

As leis que governam o fluxo em um meio poroso sdo baseadas na
conservacdo da massa, momento e energia. Sabendo disso, ao invés de
aplica-las diretamente aos problemas de fluxo em um meio poroso, vai ser

aplicada a Lei de Darcy ao invés de usar a equagdo do momento.

2.1. Lei de Conservacao da Massa
2.1.1. Fluxo Monofésico

Para representar um fluxo de um Unico fluido, considera-se que esse
fluido se move na dire¢do axial de uma amostra cilindrica (Figura 2.1), que
possui um volume de controle que representa 0O meio poroso e suas

caracteristicas fisicas.

Entrada - | Saida

[
N
do fluxo Ly _, dofiuxo
- .;{/";: —
L g —
AN
__4 AX L “Volume de

[
Controle
Figura 2.1 - Fluxo linear em uma rocha porosa cilindrica de comprimento Ax (Aziz, 1979).

I

Tomando como 1, 0 vetor do fluxo de massa de um fluido de
densidade p na direcao X, nota-se que o fluxo de fluido através do volume de

controle pode ser escrito como:

(1) AAE

Yago Santos de Sousa 11
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Sabendo que a diferenca entre o volume que entrou e o que saiu da
amostra cilindrica durante um intervalo At resultard em acumulo de massa

dentro do volume de controle, tem-se:
0
|5 (ogan| ac

Além disso, deve-se levar em consideracdo uma queda na vazao §
(massa por unidade de volume por unidade tempo), que ocasiona um
varredura de parte da massa do volume de controle.

GAVAE

Tendo posse das trés equagdes acima, pode-se escrever:
: : d -
[(M)x — () xrax]AAL = [& (quAv)] At + GAVAE (2.1)

Dividindo a equagédo 2.1 por (AAxAt), obtém-se:

(mx)x - (mx)x+Ax
Ax

0
= &(P‘P)"‘ q (2.2)

O que ird resultar na equacdo da conservacdo de massa para O

sistema descrito acima, ao fazer AX —» O.

o,
0x

0
= &(P‘P) + 4 (23)

E possivel ainda expressar o fluxo massico em termos da velocidade

superficial:

My = Pl (24)

Yago Santos de Sousa 12



Trabalho de Conclusao de Curso

onde u, é a velocidade na direcdo de x. Ao substituir a equacado 2.4 na

equacao 2.3, obtemos:

dpu, 0 5
——5 = e+ (2.5)

Pode-se generalizar a equagéo 2.5 de modo que a mesma represente
um fluxo em um meio poroso tridimensional com dimensdes arbitrarias
Ax,Ay e Az.

<a L0 L0 _a( V4 g ve
ax Pt gy Py azpuz>—at pP)+ (2.6)

Para um sistema de coordenadas cartesianas, é possivel escrever a

equacao 2.6 como se segue:
d ~
—V.pu= o (pp) + q 2.7)

2.1.2. Fluxo Multifasico

A equagéo 2.7 pode ser escrita ainda de uma forma mais geral

+ q, (2.8)

onde m; € a massa de um componente [ em uma amostra de volume
do meio, m; é o fluxo de massa do componente [ e V.m; é a taxa do fluxo de

massa por unidade de volume.

Existem dois modelos importantes na engenharia de reservatorios de
petréleo: o fluxo multifasico ou monofasico, onde mais de dois componentes
hidrocarbonetos sé@o considerados e o fluxo multifasico onde o sistema de

hidrocarbonetos considerados pode ser aproximado por dois componentes,

Yago Santos de Sousa 13
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sendo um deles um componente ndo volatl (black oil) e o outro um

componente volatil (gas), solavel na fase 6leo.

Neste trabalho serd considerado o segundo modelo, conhecido por

modelo-f ou modelo black-oil.

2.1.2.1. O modelo black-oil

Nesse modelo, considera-se a existéncia de trés fases distintas: 6leo,
dgua e gés. Normalmente, a agua € fase molhante, o dleo fase com
molhabilidade intermediaria e o gas a fase ndo molhante. Considera-se que a
adgua e o oleo sdo imisciveis e que ndo trocam massa entre si e, também,
ndo mudam de fase. J4 o gas € considerado sollvel em 6leo, mas ndao em
agua (Aziz, 1979).

Ao assumir que a solubilidade do gas € nula em condi¢cdes de
superficie, pode-se considerar que o Oleo contido no reservatério € uma
solugéo de dois componentes, sendo eles 6leo em condi¢des de superficie e

gés nas condi¢cbes padréo.

Partindo desta O6tica, assume-se que os fluidos estdo em uma
temperatura constante e em equilibrio termodindmico em toda a extensao do
reservatério. Nessas condi¢cdes o comportamento PVT do sistema pode ser

expresso pelos fatores volume formagéo descritos a seguir:

[V, +Vaglre

° [I/O]STC (29)
_ [Wulre

B = W ore (2.10)
ke

By = W lore (211)

Yago Santos de Sousa 14
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Nas equagbes acima [V;]zc representa o volume ocupado por uma
massa fixa do componente [ (6leo, agua ou gés) nas condicbes de
reservatorio e [V,]lsrc € o volume ocupado pelo mesmo componente em
condigdes de superficie ou padréo. A transferéncia de massa entre as fases
de Oleo e gas é descrita pela razao entre os volumes de 6leo e gas, como

mostra a equagao a seguir:

Vd—“"] (2.12)

V

R =|
0 -STC
Resultando na quantidade de gés dissolvida no 6leo como uma funcéo
da pressédo na fase 6Oleo. As densidades das trés fases estdo relacionadas

com as densidades nas condi¢des de superficie:

1
Po = B (Postc + Rspgsrc) (2.13)
o
1
Pw = B (Pwstc) (2.14)
w
1
Pg = B (Pgsrc) (2.15)
g

A densidade da fase Oleo pode ser ainda expressa da seguinte

maneira,
Po = .50 + .Edg (216)
onde p, e pgqy Sa0 as densidades dos dois componentes seguintes:

1
Po = B_ Postc (2.17)
(o)

Rs _

Pag = B_OpgSTC (218)

Yago Santos de Sousa 15
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Deve-se ainda considerar o conceito de saturagdo antes de introduzir
o conceito de fluxo multifasico. A saturacao, S;, da fase [ é a fracdo do
volume poroso ocupado pela fase [. Portanto, é facil concluir que £S; = 1. A
equacao de conservagdo da massa para cada componente pode ser escrita

considerando a equagao 2.8.

Para o componente 6leo na fase 6leo, tem-se:

mO = ﬁouo (219)

Mo = PoPSo (2.20)

Substituindo as duas equagdes acima na equacéo 2.8, e dividindo por

Postc resulta em:

v[l ]—a[l 5]+ 221
'Bouo _at B0¢0 qO ( )
onde,
g, = 0 (2.22)
PosTc

A equacéo para a fase agua pode ser obtida de maneira semelhante a

obtida para a fase 6leo:
% ! 9 Swl+ 223
- -[Bwuw] _at[BW¢ w] Qw ( ' )

O componente gas existe tanto na fase gas quanto em solucdo na fase

6leo.

mg = pgug + ,Edguo (2-24)

Yago Santos de Sousa 16
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my = ¢[Sgpg + ,Edgso] (2-25)
~ o~ - Pg .
Gg = Grg + qoRs <_> = Grg + qQoRspgsrc (2.26)
o’src

Gerando a seguinte equagao final:

Rg 1 0 R 1
-v. B, Yo + B_gug =5¢|¢ B_OSO + B—QSg +qrg + Rsqo (2.27)
Os termos de produgao q,, q,, € q, representam o volume produzido

em condi¢des de superficie (ou padréo), por unidade de tempo por unidade

de volume de reservatorio.
2.2. Lei de Darcy

2.2.1. Fluxo monoféasico

Além do estudo da equacdo da continuidade ou da conservacdo da
massa, é necessario analisar a relacdo entre razao de fluxo e o gradiente de
pressao para cada fase. A forma diferencial dessa relagéo foi descoberta por

Darcy, e pode ser escrita como

k(v + g) (2.28)
u=-- = :
PANE”

Cc

onde k é o tensor da permeabilidade absoluta do meio poroso, u € a
viscosidade do fluido, g é o vetor aceleracé@o da gravidade e g. é a constante

de conversdo com as unidades Ib,,/1bsft/s*. Caso a coordenada seja a z, no

sentido de cima para baixo, tem-se:

g g
—=—-p—Vz = —yVz 2.29
pgc pgc ( )

Yago Santos de Sousa 17
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Tendo posse da definicdo de y acima, pode-se escrever a Lei de

Darcy como
k
u=- ;(Vp —yVz) (2.30)

Quando u =0, a equagdo acima resulta na relagdo de presséo
méaxima. No sistema de coordenadas cartesianas com o eixo z vertical no

sentido de cima para baixo a relagéo torna-se:

op
— = 2.31
5, =7 (2.31)

dp 0p _

3% 3y (2.32)

O tensor utilizado na equacdo 2.28 é definido por essa equagédo e
deve ser determinado experimentalmente. Nos problemas mais préticos é

possivel assumir que k é um tensor diagonal dado por:

k=] & (233)

7

Se k,=k, =k, 0 meio &€ chamado isotropico, caso contrario &

chamado anisotrépico.
2.2.2. Fluxo multifasico

A lei pode ainda compreender o fluxo simultaneo de mais de uma fase,

conforme a equacéo 2.34 a seqguir:

kk
= = (vp+ i) (2:34)
l Ic

u, =

Yago Santos de Sousa 18
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onde!l = o = w =g (6leo, 4gua e gas, respectivamente) e k,;, é a
permeabilidade relativa da fase [. A equacao acima também pode ser escrita

em termos de y; :

kk,

l

u = (Vp, —v,Vz) (2.35)

onde,
g
=p;— 2.36
Y1 Plg ( )

e z € positivo na direcdo vertical no sentido de cima para baixo. Se a
velocidade estiver em cm/s, a viscosidade em centipoise e o gradiente de

pressdo em atm/cm a unidade de k € o darcy.
2.3. Equacdes basicas de fluxo

As equagbes de fluxo para o fluxo monoféasico e o multifasico séo
obtidas através da combinacdo das formas apropriadas da Lei de Darcy e da
equacdo de conservacdo da massa. A densidade do fluido é expressa
explicitamente ou implicitamente com uma funcéo da presséo através de uma
equacao de estado.

2.3.1. Fluxo monofésico

2.3.1.1. Equacéao geral para fluidos compressiveis

Quando todo o espago poroso € ocupado por uma Unica fase, a

equacédo 2.28 pode ser substituida na equacéo 2.7, obtendo

k 9]
VWP~ VD) = 5 () +3 (2.37)
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Dividindo a equacdo acima por psr. € sabendo que B = [V1gc/[V1src,

tem-se:

VA 7] = (%) + 4 (2:38)

onde,

A=—k (2.39)

2.3.1.2. Equacéo para um fluido pouco compressivel

Para o fluxo de liquido € possivel assumir que a compressibilidade do

fluido é dada por:

1 <6V> 1 <6p> (2.40)
cg=———) ==(=— .
= v\ep/),” pl\ap/,

sendo constante para determinado intervalo de presséo definido.

Quando integrada essa equagdao resulta em:
p = p°explcs(p — p°)] (2.41)

onde p° é a densidade na pressdo de referéncia p° . Partindo da

defini¢cdo do fator volume formacéo pode-se observar o seguinte:

p B 1
o =go= el —p)] =1+ —p) + 57 (p-p)* .. (242)

onde B° é o fator volume formag&o em p°.

Considerando apenas os dois primeiros termos da expansdo é

possivel escrever,
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BO
b= [1+cr(p —p°)] (243)

onde ¢, € a compressibilidade da formagéao.

O termo relacionado a derivada temporal da equagéo 2.37 pode ser
expresso em termos de dp/dt usando a expressao para 1/B dada pela

equacao 2.43 e por ¢ , resultando em:

0
VTP -y = (¢ L + 90 =) L g (2.44)

Outra forma til da equacao de fluxo é obtida quando se substitui a
equacao 2.41 na equagéo 2.37, e sao negligenciados os termos envolvendo

0 quadrado do gradiente da pressao multiplicado por ¢, quando comparado

com os outros termos da equacédo. O que resulta na equagao abaixo:

9
_ Hpcrdp 1

2
VP = o od

(2.45)

A equacao acima, que é conhecida como a equacao da difusividade,
sé pode ser escrita desta forma, pois se assume que as propriedades dos
fluido s&o constantes, ¢z, =0, e que o0s termos gravitacionais s&o

negligenciaveis.

2.3.2. Fluxo multifasico

A Lei de Darcy, representada pela equacgéo 2.35, pode ser substituida
na equacgao de conservagdo da massa para cada fase (equagbes 2.21, 2.23 e

2.27) para obter as equacdes de fluxo, respectivamente:

¢S,
B,

V.08, — 1721 = 5[5 + 4, (246)
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S
P+ (247)

w

0
V. D = 172 = o |
V. [RSAO (Vpo - )/OVZ) + yg (Vpg - ygVZ)] =

=0 [qb(RSS +Sg>]+R + (2.48)
ot Bo 4] Bg s4o qu :

onde as mobilidades A, sdo definidas como,

k
Al — rl
wiB,

(2.49)

Enquanto que a equagdo da conservacao € suficiente para descrever
o fluxo monofasico (onde a Unica varidvel dependente é a presséo), isso ndo
€ 0 caso para o fluxo multifasico. As trés equagbes abaixo contém seis
variaveis dependentes, mas ainda séo necessarias trés relacdes adicionais

para encontrar as solugdes.

So+Sy+5;=1 (2.50)
Pcow =Do —DPw = f(SW7Sg) (2-51)
Pcog = pg —Po = f(SW7Sg) (2-52)

A relagdo entre as pressoes capilares e as saturagfes €, normalmente,
encontrada de forma empirica.

2.4. Classificagdo dos simuladores de reservatorios

Um simulador numérico de reservatorios pode ser classificado através
da atribuicdo de quatro caracteristicas basicas ao mesmo, senda elas: o
numero de dimensdes, sistema de coordenadas utilizado, nimero de fases

de sistema e 0 modelo matematico admitido.
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2.4.1. Classificac&o pelo numero de dimensdes

Um simulador de reservatérios pode ser classificado quanto ao
ndamero de dimensdes de quarto formas: dimenséo zero (ou modelo tanque),

unidimensional (1D), bidimensional (2D), tridimensional (3D).

2.4.1.1. Dimensé&o Zero ou Modelo Tanque

O modelo tanque nado é capaz de distinguir a direcdo do fluxo, porém
representa o reservatério em funcdo da sua energia, sendo possivel entdo
determinar a distribuicdo inicial do fluido no reservatorio, predizer a producao
do campo, estimar o influxo de &gua e avaliar as saturagbes e pressdes

médias do meio poroso.

2.4.1.2. Unidimensional

Diz-se que um simulador numérico de fluxo é unidimensional quando
admite fluxo em apenas uma diregédo, podendo ser na horizontal, vertical ou

radial, como mostra a Figura 3.1.

(@) (b)

Figura 2.2 - Representagéo unidimensional: (a) 1D horizontal, (b) 1D vertical, (c) 1D radial. Fonte:
Souza, 2013.

2.4.1.3. Bidimensional

Enquanto que um simulador numérico bidimensional pode simular o
fluxo em duas dimensofes, onde 0os mais comuns sao os horizontais, verticais

e radiais, como exemplifica a Figura 3.2.
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(a) (b)

(d)

Figura 2.3 - Representacéo bidimensional: (a) 2D horizontal, (b) 2D vertical, (c) 2D radial horizontal, (d)
2D radial vertical. Fonte: Souza, 2013.

Os modelos 2D horizontal e 2D radial horizontal s&o os mais utilizados
em estudos de reservatérios quando se quer determinar um fluxo no

reservatorio que seja predominantemente horizontal.

2.4.1.4. Tridimensional

J& para um simulador numérico tridimensional admite-se que o fluxo
no meio poroso pode ocorrer em trés diregbes (Rosa, 2011). E através deles
qgue se obtém uma melhor visualizagdo do comportamento do fluxo dentro do

reservatério, como mostra a Figura 2.4 a seguir.

(a) (b) 5@ (c)

Figura 2.4 - Representacdo tridimensional: (a) 3D cartesiano, (b) 3D cilindrico, (c) 3D esférico. Fonte:
Souza, 2013.
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2.4.2. Classificagéo pelo sistema de coordenadas

Um simulador numérico pode estar representado através de
coordenadas cartesianas (ou retangulares), cilindricas ou esféricas, de
acordo com a Figura 3.4. O primeiro caso é utilizado quando tem-se um fluxo
distante do pogo, devido ao fluxo ser linear e retangular. J& no segundo caso
utiliza-se para fluxos préximos ao pogo. Por fim, o terceiro caso é utilizado

guando se tem fluxo préximo aos canhoneados.

(a)

Ay

I-—a:-—-"

Figura 2.5 - Representacéo tridimensional: (a) retangular, (b) cilindrico, (c) esférico. Fonte: Ertekin et
al. (2001).

2.4.3. Classificacdo pelo numero de fases do sistema

De acordo com Rosa et al. (2011), pode-se classificar os simuladores
numéricos de fluxo de acordo com o nUmero de fase em monoféasico,

bifasicos e trifasicos.
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e Monofésico: considera o fluxo de apenas uma fase no reservatorio

(gas, oleo ou agua quando se tratar de um aquifero);

e Bifasico: considera o fluxo de duas fases no reservatério, podendo ser

Oleo e agua (reservatério de 6leo) ou gas e agua (reservatorio de géas);

e Trif4sico: considera o fluxo de trés fases no reservatério (6leo, agua e

gas).

2.4.4. Classificagcéo pelo modelo matematico

Segundo Rosa et al. (2011), os simuladores numérico de fluxo sdo
classificados de acordo com a maneira pela qual o comportamento fisico e a

caracteristica de desempenho séo tratados.

2.4.4.1. Modelo tipo B ou volumétrico

No modelo Black Oil, o tratamento matematico envolve funcbes da
pressdo e da temperatura do reservatorio. Admite-se que 0 escoamento
possa ter no maximo trés fases distintas (6leo, 4gua e/ou gas), cada uma

com apenas um componente.

2.4.4.2. Modelo composicional

De acordo com Rosa et al. (2011), o tratamento matematico de um
modelo composicional considera ndo somente a pressao e a temperatura do
reservatério, mas também as composicdes das diversas fases,
eventualmente, presentes no meio poroso. Sendo assim, esse modelo pode
ser utilizado quando o processo de recuperacdo que esta sendo aplicado é

sensivel as mudangas composicionais.
Na pratica, quando o numero de hidrocarbonetos no reservatorio é

bastante elevado € comum que se agrupe diversos desses componentes em

um grupo chamado de pseudocomponentes, com o objetivo de reduzir o
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tempo computacional empregado. Geralmente, o 6leo do reservatorio pode
ser representado por trés pseudocomponentes: C,, C, — Cq (6leo volatil) e C,,

(6leo néo volatil).

2.4.4.3. Modelo térmico

O modelo térmico é utilizado quando considera-se os efeitos da
variacdo da temperatura no interior do reservatorio. Pode ser utilizado
quando se aplica um dos métodos de recuperacgdo terciaria, como a injecéo
de vapor, injecdo de dgua quente ou combustdo in situ. Por se tratarem de
situagbes complexas, os modelos térmicos s&o necessariamente

composicionais.

CAPITULO 1lI

3. METODOLOGIA DE CALCULO APLICADA AO MODELO MATEMATICO

Nesta secdo foi desenvolvida uma metodologia de calculo para o

deslocamento do fluxo monofasico de um liquido em um meio poroso
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bidimensional horizontal. A fim de facilitar o entendimento da metodologia, foi
abordado, também, um fluxograma de célculo representando todos os

procedimentos utilizados na modelagem do modelo matematico.

3.1. Modelo matematico

Quando se deseja modelar o escoamento de um fluido através de um
reservatorio, deve-se modelar matematicamente o problema utilizando uma
equacao que leve em consideragao tanto as propriedades da rocha e do

reservatério como também as caracteristicas do fluido que ird escoar.

No modelo matematico a ser explanado a seguir foi considerado o
escoamento de um fluido em um meio poroso bidimensional horizontal em
coordenadas cartesianas (plano x-y), moderadamente compressivel sob
influéncia do regime transiente. A equagao que governa esse escoamento, se

tratando do modelo black oil, € a equacgéo da difusividade hidraulica.

De modo geral, pode-se escrever a equacédo da difusividade como se

segue:

0 op 0 op d(¢/B)
_ L N | == 7 .. 1
o [Ax 6x] oy [Ay dy o+ dscii 31)

onde,
A, = Fex 3.2
X B.IJ_ ( . )
ky

Ay, = Bon (3.3)

Além disso, como se trata de um fluxo na horizontal, tem-se que:
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0z

5-=0 (3.4)

3.1.1. Condig0bes iniciais e de contorno

Esta etapa € de fundamental importancia, pois é onde o modelo

matematico ira ser especificado da forma correta.

As condicdes iniciais sdo necessérias quando o reservatorio esta
submetido a um regime transiente. Quando trata-se de um regime

permanente, ndo se faz necessério o uso das condig¢des iniciais

As condi¢des de contorno sdo empregadas com o objetivo de limitar o
dominio de solucdo das equacgdes governantes, podendo ser: tipo Neumann,
tipo Dirichlet, ou mistas. A etapa onde se utiliza as condicées de contorno é

posterior a discretizacdo das equacdes governantes.

3.2. Aproximagao numeérica

Em linhas gerais, a solugéo exata de equagdes como a da difusividade
hidraulica é dificil de ser obtida. Portanto, utiliza-se os métodos numéricos
para se obter uma solucdo aproximada. Os métodos numéricos permitem
transformar as equacdes diferenciais parciais em equacdes algébricas que

podem, também, ser representadas em sua forma matricial (Libardi, 2014).

O método mais empregada quando se trata da simulagdo numeérica de
reservatérios € o metodo das diferencas finitas. Esse método é aplicado
quando os problemas da engenharia de reservatérios conduzem a equagdes
ou sistemas de equagdes diferenciais parciais ndo lineares, que nao se
prestam aos métodos analiticos de solugéo (Rosa, 2011). Portanto, ao aplicar

este método é possivel obter solugbes aproximadas para as equacdes.
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As aproximagdes da Equacdo 3.1 foram realizadas utilizando-se o
método das diferencas finitas com o método explicito para a discretizagdo

temporal.

A Figura 3.1 a seguir representa como 0s pontos centrados Ss&o

empregados.

Axi_1/2 Axi_'_%
[ ] ®
i | i+1
A

Figura 3.1 - Malha unidimensional utilizada na formulag&o dos pontos centrados. Fonte: Notas de aula
(Simulacdo Numérica de Reservatorios).

Na formulacdo dos pontos centrados o dominio é dividido em blocos,
colocando-se os pontos da malha no centro dos blocos. Nessa formulagao
ndo h& pontos na fronteira. A equacdo da difusividade hidraulica deve ser

atendida em cada bloco.

E importante ressaltar que a solucdo das equacbes por diferencas
finitas € obtida apenas em pontos discretos do dominio. Nesse caso, as
pressbes calculadas em um simulador de reservatorios sdo conhecidas
apenas em alguns pontos do reservatério, em oposi¢do a solucdo analitica,
em que as pressdes sdo conhecidas em todos os pontos do reservatério
(Ertekin, 2001).

3.2.1. Discretizagao espacial

A discretizacdo da equacdo governante serd apresentada de forma
detalhada no eixo x, bastando apenas substituir os indices das equacdes

para obter o resultado no eixo y.
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A Figura 3.2 representa 0 modelo de fluxo bidimensional que ira

auxiliar na discretizacdo das equagdes. A Figura 3.3 representa a Figura 3.2
vista de cima.

Figura 3.2 - Esquema de um fluxo bidimensional. Fonte: Ertekin et al. (2001).

ij+1
@
i-1j | i i+1
] L ]
FE
1,_].

Figura 3.3 - Vista superior do fluxo bidimensional com blocos centrais e adjacentes. Fonte: Notas de
aula (Simulagdo Numérica de Reservatorios).

Na Figura 3.3, observa-se um n6 central com outros quatro nés na sua
vizinhangca. O n6 a esquerda do bloco central € identificado por (i-1,j) e 0 que

esti a direita do n6 central por (i+1,j). O bloco superior é identificado por
(i,j+1) e o inferior por (i,j-1).

Pode-se escrever as derivadas de segunda ordem da Equacédo 3.1,
com auxilio da Figura 3.4 a seguir.
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i+l
Norte

i-1,j i i*l,j
Deste Central Leste

tiie oeile face beite

Figura 3.4 - Representacéo do bloco central e blocos vizinhos. Fonte: (Libardi, 2014).

Utilizando a aproximagéao central e utilizando a notagéo da Figura 3.4,

tem-se:

PR

A, == —| A, 5=

i[/l a_P] :( * 0x i+1/2,j *0x i-1/2,j
ox | ™ ox Ax;

ap) (ap)

AX; (_ —Axi_172

H2INOX) 41 TVRINOX) (3.5)
Axi

Analogamente para a direcao y, tem-se:

%), o~ (0 5)
Ay == -2, 5=
op :( Y dy i,j+1/2 Y dy ij—1/2

d
@P% By,

dp 9p
Yiv1/2j\ gy Lj+1/2 Yi-1/27\gy ij-1/2 (3.6)
Ay;

As derivadas de primeira ordem das equacbes 3.5 e 3.6 sdo

discretizadas da seguinte forma, respectivamente:
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<6_P> — Pi+1,j — Dij — Pi+1j — DPij @7)

0X/ivas2j  Xivaj = Xij Axir1/2,)

<6_P> _DPij = Pi-1j _ Pij ~ Pi-1 8)
0x i-1/2,j  Xij — Xi-1,j Axi_1/2)

<6_P> _ Pij+1 7 Pij _ Pij+1 T Pij @9)
dy ij+z  Yij+r T Vij Ayijv1s2

oP Pii—Pijo1  Pij— Pij-1

<_> =T T A (3.10)
dy ij-172  Yij T Yij-1 Ayl-,,-_l,z

3.2.2. Discretizagédo do termo de acumulagéo

Antes de realizar a discretizagdo temporal, deve-se escrever o primeiro
termo do lado direito da Equagédo 3.1 em funcdo das compressibilidades.

Sendo assim, tem-se:

) 1 0B\ 1/0¢
—_ (X)) = R B A1
6t<B> "b( B 6t>+B<6t> (3.11)
Sabendo que,
dp _0¢dp
0B _0dBdp 313
at  dp ot (3.13)

e substituindo as equagdes 3.12 e 3.13 na equacéo 3.11, resulta em

BoP ¢ ot (3.14)

6((;[)) 2( 16B+16<;b>6p

~B at

onde,
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10B
= ____ 3.15
= "Bor (3.15)
_1d¢
Cpr — aa (316)

As equacgbes 3.15 e 3.16 sdo a compressibilidade da rocha e a
compressibilidade do reservatorio, respectivamente. Substituindo-as na

equacdo 3.14, se obtém:

d (p\ & a a
7:(5) =5 (o )5 =5 G0

Como o objetivo aqui € que toda a malha representando o reservatério
seja varrida em cada intervalo de tempo, partindo das condi¢des iniciais até o
tempo em que se deseja conhecer os parametros do reservatorio, a equagao

3.17 deve ser discretizada, utilizando-se o método explicito.

No método explicito, as derivadas séo estabelecidas em torno do
termo central i e do tempo j& conhecido n. As pressdes associadas ao tempo
de referéncia n séo utilizadas para calcular as pressfes no tempo futuro n+1.
Como a solugdo envolve apenas uma incognita, que tem referéncia no
tempo n+1, a solugdo pode ser representada através de uma equacgao
envolvendo as derivadas centrais e ascendentes (Rosa, 2011). A
discretizagdo empregada pode ser vista na Figura 3.5.

‘x o
e}
i

posigbes
Figura 3.5 - Discretizagéo através do método explicito (Rosa, 2011).

et =¥ mm e m e oo - - InCOgNitas (futuro)

niveis
de
tempo

valores conhecidos
"""" (condigéo inicial)

i wemmemnc (oh

i-1

Portanto, a discretizacdo da equagéo 3.17 resulta em:
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n+1

d (¢ Jop pij pl-”]-
( ) Coc T ae (3.16)

Substituindo as equagdes 3.7 e 3.8 na equacao 3.5 e as equagdes 3.9
e 3.10 na equacdo 3.6 e, também, substituindo a equacao 3.18 na equacao

3.1 e aplicando o método explicito, tem-se:

1 pl+1] pij Dij _pi—lj-
— (A" AT ——|Ax +
Axi ( /2] Ax; +1/2,j ( 1/2]) A951'—1/2,]' |

1 Dij+1 — Pij Dij — Dij-1]
Ayi ( ]+1/2) 3’, +1/2 1'1_1/2) A3’1’,]'—1/2 | Y (3.19)

pn+1 pn' '
i i
= C”T + qsc.ij

Ao considerar k, = k,, = k e simplificando Ax; e Ay;, pode-se definir a

transmissibilidade nas faces norte, sul, leste e oeste da Figura 3.4 como:

Tjs12 = (%)n (3.20)

Y/ j+1r2
n

Ti-12 = <i> (3.21)
' AY) i icar

Ti111/2j = <i>n (3.22)
' Ax/iv1/2,)

TR, = (i)n (323)
172 Ax/i—1/2,j

E possivel perceber que certas variaveis da transmissibilidade s&o

dependentes da pressdo, sendo invariavelmente incégnitas da equagéo.
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Sendo necessério que sejam calculadas em um explicitamente no tempo de

referéncia anterior, n.

Substituindo as equacgdes 3.20 a 3.23 na equacgao 3.19, tem-se:

[Ti111/2,j(29i+1,j —pij) - Tin—1/2,j(pi,j —pi1;)]
+ [T s12(Pijr — pij) = Tlo12(pij — Pij-1)] (3.24)

n+1

n
Pij —DPij

= G A

+ Gsc,ij
3.3. Analise dos pontos internos e das fronteiras do dominio

3.3.1. Pontos internos do dominio

O no central (i,j) representa a solugdo para os pontos internos do
dominio. Para tanto, basta isolar o termo p{}j’l que se encontra do lado direito

da equacgao 3.24.

prt =l + Co [Ty j(Pivnj = Pij) = Ty (Pij — Picaj)]
+ Cy [Tl 12Pijer — i) = Tl _12(Pij — Pij-1)]  (3.25)

— Cijqsc,ij

Na equacgdo acima todas as pressdes sdo conhecidas no instante n,
pois foram estipuladas pressoes iniciais para cada bloco. A transmissibilidade
pode ser calculada através das propriedades do reservatério, que sao

conhecidos.
3.3.2. Fronteiras do dominio
No fluxo bidimensional tem que ser dar atencdo especial as faces

norte, sul, leste e oeste do dominio, devido a dificuldade em se implementar

as condi¢cdes de contorno. Existindo ainda mais quatro blocos, localizados
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nas extremidades, que também devem ser tratados pelas condicbes de

contorno. A Figura 3.6 abaixo resume de forma simples o que foi dito acima.

bloco central

3

face norte

—
] A L]
face oeste
* .
Aecrr‘

. — blocos das
face sul extremidades
Figura 3.6 - Faces do dominio e os blocos das suas extremidades e o bloco central. Fonte: (Libardi,
2014).

Inicialmente, deve-se assumir que a nao existéncia de fluxo das
fronteiras para qualquer ponto que seja distante do reservatorio. Para
satisfazer essa condicédo, pode ser utilizada a condicdo de contorno do tipo
Neumann, que diz que a variagdo de pressédo nas fronteiras da malha
especificada é nula. Logo, pode-se dizer que a transmissibilidade € nula nas

faces externas.

A transmissibilidade para os elementos localizados nas faces norte,
sul, leste e oeste (Figura 3.7), e que ndo estdo nas extremidades, a
transmissibilidade € nula. Entdo para cada uma das faces, deve-se anular de
forma independente a transmissibilidade correspondente a cada face, T;,4/,,
T/ 12+ Tit172j © TiZ1/2; da equagdo 3.25. Resultando em uma equagao

distinta para cada elemento.

Figura 3.7 - Elemento localizado na face oeste, mas ndo na sua extremidade. Fonte: (Libardi, 2014).
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Por fim, é necessario que se faca o mesmo para as faces dos blocos
1, 2, 3 e 4 (Figura 3.8). Para o caso do bloco 1, por exemplo, devem ser

anuladas as transmissibilidades das suas faces sul e oeste, resultando em:

Pl =l + Ciyl Tz (Pivsj = piy)] (3.26)

+ Ci,j[Tir,lj+1/2 (Pi,j+1 - Pi,j)] — Cijqscij

L2 Y 3

1 4

Figura 4.8 - Tratamento das faces dos blocos 1, 2, 3 e 4. Fonte: (Libardi, 2014).

3.4. Representa¢ao matricial

Para representar o fluxograma de calculo apresentando o célculo da
distribuicdo da pressdo apds um intervalo de tempo especificado é

necessario que se resolva um sistema de equagoes.

Contudo, € necessério que seja introduzida a forma matricial da

equacao 4.1 apos ser discretizada. Portanto, tem-se:
CijVij
AT AP + AT AP = ——= (PR — PB) + Qe (3.27)
onde AT, AP e AT, AP, podem ser escritos como se segue
AT, AP = Tiy172(Pivrj— Pij) + Ticas2j(Pij — Pic1j)i=1,....M (3.28)
AT, AP =T;4172(Pijsr — Pij) + Tijo1r2(Pij — Pij-1)j =1,...,N (3.29)

Logo, a forma matricial fica:
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- 1 =3 - —
T..P=B_.—(P"'—P")+Q (3.30)
AT
Onde,
ﬁ = [P117P127"'7P1N7P217P227'"7P2N7PM17PM27'"PMN]T (331)

N T
Q = [Qsc,117 Qsc,127 LS Qsc,1N7 Qsc,217 Qsc,227 LS Qsc,2N7 ey QSC,MN] (332)

sendo T- a matriz das transmissibilidades (pentadiagonal) e B. a
matriz dos termos de acumulacdo (diagonal). A seguir tem-se uma

representacdo de uma matriz dos termos de acumulacéo (Figura 3.9).

iy
I
*

v

M1 M1

v

MN |

MN*

Figura 3.9 - Exemplo de uma matriz dos termos de acumulagdo. Fonte: Notas de aula (Simulagédo
Numeérica de Reservatorios).

Além disso, a estrutura de uma linha ij da matriz das

transmissibilidades T (Figura 3.10) fica como se segue:

(B b (B 2T (B ] [ B

‘"‘\\ /v
N elementos
o e A L B

X,

Figura 3.10 - Estrutura de uma linha ij da matriz T_. Fonte: Notas de aula (Simulagdo Numérica de
Reservatorios).

Na forma forma explicita a equagéo 3.24 pode ser escrita do seguinte

modo:
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Pn*1 = P + At(B) (TP — QM) (3.33)

3.5. Fluxograma de calculo

O Fluxograma da Figura 3.11 busca resumir os passos que foram dados no
decorrer do Capitulo Ill, com o objetivo de facilitar o entendimento do

desenvolvimento do modelo matematico.

Formulagéo do problema
(fluxo monofasico de
liguido em meio poroso
bidimensional)

v

Entrada de dados
(¢,p, B, u, k,At)

v

Condicdes inicias e
de contorno

|

Célculo das pressdes para
solucionar os sistemas de
equacoes

Figura 3.11 - Etapa inicial do fluxograma de para entrada dos dados do
problema.

7

ApoOs a entrada dos dados € necessario que sejam inicializadas as
variaveis n (nimero maximo de iteracfes), através de iteragcdes que utilizam

0S nimeros maximos de blocos em x e y.
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Inicializan,iej

n = n° maximo
de iteracdes

i = n° maximo
de blocos em x n=n+1
j = n° maximo i=i+1
de blocos emy

Calcula p™*?

|

j=j+1

Figura 3.12 - Etapa intermediéria do fluxograma para realizacdo das iteragdes de calculo.

A etapa final do fluxograma a seguir representa 0S passos que Sao

dados para o célculo de p™*?, utilizando-se o Método de Newton.
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n+l —

(v=0)

n

l<

Calcular variaveis
independentes de p™*!

l

Método de Newton

n+1® _

v =

n+1w+1)

v+1

n+1 — ,,n+10+D)
=D

n+1

Figura 3.13 - Etapa final do fluxograma de céalculo, culminando na obtenc¢&o dos valores das pressoes.
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Capitulo IV

4. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

O trabalho realizado, através do estudo das equacdes para fluxo de
fluidos, classificacdo dos simuladores e, também, da metodologia de célculo
aplicado ao modelo matemético que foi desenvolvido, tem como meta auxiliar
e complementar o desenvolvimento de futuros trabalhos académicos que

visem se aprofundar no mesmo topico de estudo.
Recomenda-se a pesquisa de outros tipos de fluxos e fluidos,

aperfeicoamento do fluxograma de calculo e o desenvolvimento de um

simulador numérico para o estudo do escoamento em meios porosos.
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