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RESUMO

O presente trabalho aborda a analise linear de estruturas de superficie
axissimétricas através do desenvolvimento e implementacdo de um cdédigo
computacional baseado no Método dos Elementos Finitos. Inicialmente, as
estruturas sdo estudadas de maneira isolada e, em seguida, compatibilizadas de
modo a formar estruturas acopladas, como reservatérios e vasos de pressao.
Exemplos de aplicagcdo, com diferentes tipos de solicitacdo e condi¢cdes de
vinculacdo, sdo apresentados e os resultados obtidos pelo codigo desenvolvido sédo

comparados a valores analiticos.

Palavras-chave: Estruturas axissimétricas, Método dos Elementos Finitos, Elemento

retilineo



ANALYSIS OF THIN BIDIMENSIONAL AXISYMMETRIC
STRUCTURES VIA FINITE ELEMENT METHOD USING STRAIGHT
ELEMENT

Paulo Henrique Araljo Bezerra

Adviser: Prof®. Dr*. Selma Hissae Shimura da Nobrega

Co-adviser: Prof®. Dr?. Fernanda Rodrigues Mittelbach

ABSTRACT

The present work deals with the linear analysis of bi-dimensional axisymmetric
structures, through development and implementation of a Finite Element Method
code. The structures are initially studied alone and afterwards compatibilized into
coupled structures, that is, assemblages, including tanks and pressure vessels.
Examples are analysed and, in order to prove accuracy, the results were compared

with those furnished by the analytical solutions.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

As estruturas de superficie delgadas possuem uma variedade de aplicacdes
no ambito das engenharias. Como exemplos de utilizagdo de estruturas cascas,
podem ser citados os domos, 0s cascos de navio e o0s baldes dirigiveis; enquanto as
lajes, os muros de contencédo e os discos de turbina sédo aplicacdes de placas. Além
disso, as estruturas bi-dimensionais também podem figurar associadas entre si,

como em vasos de pressao, silos e reservatorios.

Em face de sua relevancia, as estruturas de superficie tém sido um tema
amplamente estudado. Na literatura classica, em trabalhos relevantes como os de
Ugural (1981), Timoshenko (1959), Belluzzi (1980) e Fligge (1967), elas sao
tratadas com uma abordagem, sobretudo, analitica.

No entanto, o fato de que solu¢des analiticas podem resultar bastante
complexas (ou até mesmo de impossivel determinacéo) e, por outro lado, o advento
do uso de computacdo, nos processos de resolucdo, motivaram a busca por
solugdes numéricas para os problemas envolvendo cascas e placas. Dessa forma,
podem-se citar como exemplos de ferramentas numéricas utilizadas na geracao de
modelos computacionais, o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo este

ultimo, talvez, o mais difundido entre eles.

Em se tratando da utilizagdo de MEF em problemas de cascas delgadas,
conforme citam Bhatia e Sekhon (1999), muitos elementos triangulares planos,
retangulares, cilindricos e de dupla curvatura estdo disponiveis na literatura
publicada. No que diz respeito, especificamente, as cascas delgadas axissimétricas,

Soriano (2003) relata que Grafton e Strome (1963) apresentaram, pioneiramente, a



discretizagdo de cascas axissimétricas em troncos de cone (correspondentes a
elementos finitos retilineos segundo um meridiano da casca) e que Jones e Strome
modificaram a referida concepcéo considerando elementos curvilineos segundo o

meridiano.

Ainda de acordo com Bhatia e Sekhon (1999), Percy et al., Klein, Jones e
Strome e Hansteen estenderam a abordagem para cargas assimétricas e Ross
(1984) desenvolveu um elemento de casca cilindrica e um elemento de casca

axissimétrico de curvatura de meridiano constante.

As placas axissimétricas, as Unicas que fazem parte do escopo desta
dissertacédo, sdo abordadas em trabalhos como Ross (1974), que aborda elementos
finitos axissimétricos para placas e cascas cilindricas, Vullo (2010), que propéem um
novo método analitico para avaliacado de tensdes e deformacdes elasticas em placas
axissimeétricas solidas ou anulares e Suarez et al. (2012), que investiga o
desempenho da aproximacdo de uma familia de funcdes de forma polinomiais
racionais compostas, as quais sao enriquecidas por um conjunto de monémios de
ordem p para obtencdo de aproximacdes de ordem superior. No presente trabalho, a
analise numeérica das placas sera desenvolvida a partir da mesma formulacdo
apresentada em Zienkiewicz (2000) para elemento retilineo de cascas

axissimétricas.

Outros aspectos da utilizagdo do MEF em problemas de estruturas
axissimeétricas também vém sendo amplamente estudados. Como exemplos, podem
ser citados os trabalhos de Sekhon e Bhatia (2000), que tratam da geragédo de matriz
de rigidez exata de elementos esféricos de casca; Barros (2002) que aborda a
utiizacdo de métodos sem malha e de Métodos dos Elementos Finitos
Generalizados; Nirschl (2005) que combina o Método dos Elementos Finitos com
técnicas ndo-convencionais de enriquecimento da aproximacédo; Mangini (2006) que
utiliza o Método dos Elementos Finitos Generalizados para andlise de estruturas em
casca de revolucdo e Vieira (2007) que faz uma comparacdo entre MEF e Método
das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE) na analise de cascas cilindricas

axissimétricas.



1.2  Objetivos
1.2.1 Objetivos gerais

A presente dissertacdo tem por objetivo geral apresentar o potencial da
utilizacdo de uma formulacdo numérica com elemento finito retilineo na analise de
estruturas de superficie axissimétricas, sendo estas compostas por pecas isolados

ou por membros compatibilizados entre si.
1.2.2 Objetivos especificos

O trabalho apresenta como objetivos especificos:

1) Elaborar e implementar um coédigo computacional para analise de
estruturas de superficie delgadas axissimétricas utilizando-se uma formulagéo

numerica baseada no MEF, a qual considera um elemento retilineo inclinado.

2) Através do codigo desenvolvido, analisar e quantificar os efeitos das ades
externas nas pecas estruturais, em termos de deslocamentos e esforgos internos,
levando em conta suas condi¢des de vinculagdo, comparando os resultados obtidos

com solucdes analiticas, visando a sua validacao.
1.3 Organizacgao da dissertacao

O texto da presente dissertacdo esta organizado em 6 capitulos. No Capitulo
2, apresenta-se a fundamentacéao analitica do problema, obtida da literatura, a qual
servira de base tanto para obtencdo dos resultados analiticos utilizados na
dissertacdo quanto para formulacdo numérica do capitulo subsequente.

Em seguida, no Capitulo 3, desenvolve-se a formulacdo numérica que sera
utilizada na elaboracéo do codigo computacional e, no Capitulo 4, sédo apresentados

e analisados os resultados obtidos através do referido codigo.

Por fim, no Capitulo 5, abordam-se as conclusdes e propostas de

continuidade para a pesquisa e, no Capitulo 6, sdo listadas as referéncias utilizadas.



CAPITULO 2

Fundamentacao Analitica

2.1 Introducéo

Neste capitulo, sera apresentada a fundamentacdo analitica que servira de
base para o desenvolvimento da formulagcdo numérica e a obtencdo dos resultados
analiticos utilizados na validacdo dos resultados numéricos fornecidos pelo codigo

computacional desenvolvido.

Inicialmente, sdo descritas as hipéteses basicas adotadas. Em seguida, sao
apresentadas as formulacbes para cascas e placas axissimétricas e aborda-se
compatibilidade entre os elementos isolados quando de seu acoplamento. O capitulo
se encerra com uma abordagem sobre o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), que

servira de base para a formulacdo numérica apresentada no capitulo subsequente.
2.2  Hipdteses Basicas

No presente trabalho serdo analisadas cascas e placas axissimétricas
delgadas e de espessura constante e as seguintes hipdteses basicas serdo

adotadas:

1 - Admite-se que as placas e cascas sao delgadas, apresentam linearidade
geomeétrica e sao constituidas por material homogéneo, isétropo e com linearidade

fisica (obedece a lei de Hooke generalizada).

bY

2 - Linhas retas, normais a superficie média antes da deformacéo,
permanecem retas, normais a superficie média e inalteradas em seu comprimento
apos a deformacéao. (hipéteses de Kirchhoff da Teoria de Placas e de Kirchhoff-Love

da Teoria de Cascas).



3 - A componente de tensdo normal (geralmente designada por 0z) na diregcéo

perpendicular a superficie média € pequena em relagdo as demais componentes de

tensdes normais e pode ser desprezada.
2.3 Formulacédo Analitica para Cascas Axissimétricas

A Figura 2.1 ilustra um exemplo geral de casca axissimétrica e seus
parametros caracteristicos: eixo de revolucdo, meridiano, paralelo, raios e
respectivos angulos. A seguir, serdo abordados os tipos de esforcos predominantes
em face das solicitacdbes (de membrana ou de flexdo) e, posteriormente,
apresentadas as equacdes diferenciais a partir das quais se obtém as expressdes
de calculo de resultante de tensdes, deslocamentos e deformacdes em problemas

de estruturas axissimétricas.

Eixo de revolugao \

Meridiano

Paralelo

Figura 2.1 Casca axissimétrica e seus parametros ca  racteristicos



2.3.1 Teoria de Membrana versus Teoria de Flexao

A analise de estruturas em casca geralmente envolve duas teorias distintas,
comumente aplicadas, a Teoria de Membrana e a Teoria de Flexdo. A primeira
normalmente se aplica a uma grande extensdo do dominio da casca. Uma
membrana € incapaz de absorver esfor¢cos do tipo momento de flexdo e forca
cortante, transmitindo apenas esforcos de tracdo ou compressdo na direcdo da

superficie média.

A Teoria de Flexado (ou Teoria Geral) inclui os efeitos da flexdo e, dessa
forma, permite o tratamento de descontinuidades na distribuicdo de tensdes, as
quais ocorrem em uma regido limitada, no entorno de uma carga ou de uma
descontinuidade estrutural. Esta teoria geralmente compreende a solucdo de
membrana corrigida nas areas onde os efeitos de descontinuidade séo
pronunciados. Entretanto, é importante explicar que nédo se obtém um melhoramento
da solucdo de membrana, mas a possibilidade de analisar as tensdes e
deformacgbes devido as solicitacdes de bordo ou cargas concentradas, o que néo

poderia ser feito pela aplicagéo da referida teoria isolada.

Deve-se salientar ainda que os esforcos de membrana sao independentes da
flexdo e também que sao totalmente determinados pelas condi¢cdes de equilibrio

estatico.

2.3.2 Teoria de Membrana para Cascas Axissimétricas

2.3.2.1 Esforcos de Membrana

Em cascas axissimétricas submetidas a carregamentos distribuidos no
dominio, considera-se a ndo ocorréncia de esforgcos cisalhantes e, portanto, ha

somente dois tipos de esfor¢cos (por unidade de comprimento) como incognitas a se

determinar, Ng e Nq,. As equacdes para calculo desses esfor¢os sdo obtidas a partir
de duas condic¢des de equilibrio.

A Figura 2.2 mostra diferentes vistas de um elemento infinitesimal isolado a

partir de uma casca axissimétrica, como a da Figura 2.1. Pela condicdo de simetria,

os esforcos de membrana e o carregamento ndo variam com a coordenada 6. Os



carregamentos distribuidos no dominio séo representados pelas componentes py, e
p,, nas dire¢bes y e z, respectivamente.

No equilibrio de forcas na direcdo z devem ser consideradas as componentes

provenientes tanto do carregamento de dominio quanto do carregamento de

contorno nesta direcao.

Figura 2.2 Elemento infinitesimal de casca axissimé  trica



Dessa forma, obtém-se:
Ngro + Ngry sen ¢ + p,rory =0 (2.1)
Esta expressao pode ser reapresentada como:

N N
%, 70 (2.2)
Iy T Iy Pz

O equilibrio de forcas na diregéo y fornece:

d
P (Ngro) — Ngry cos g = —pyror; (2.3)

Utilizando-se (2.2) em (2.3) e fazendo-se as devidas manipulagdes, obtém-se,

finalmente:

Ny = % U rir, (pz cos ¢ + py sin cl)) senpdo + C] (2.4)

r, se

Onde a constante ¢ = roseng,Ng _, representa os efeitos das cargas que

podem ser aplicadas na casca. Dessa forma, se a casca for aberta no topo, C

associa-se a solicitacdo de bordo prescrita Nd)o’ e se for fechada, ry =0 e,

portanto, ¢ = 0.

Assim, através de (2.2) e (2.4) é possivel se determinar Nq, e Ng cujos

valores, quando divididos pela espessura, resultam nas tensdes normais 04, € 0g. A

seguir, sdo desenvolvidas aplicacdes destas expressdes em cascas axissimeétricas

de formas usuais.
2.3.2.2 Resultante de Tensdes na casca esférica

Para cascas esféricas, pode-se utilizar o conceito de raio médio, dado por
a = rq, = I,. Dessa forma, através de (2.2) e (2.4), obtém-se para as resultantes de

tensodes:



Ny + Ng = —p,a

" (2.5)
Ny = _MU az(pzcoscl)+pysinc|))senc|)dc|)+c]

A partir destas equacgdes, substituindo-se os valores dos carregamentos de

dominio e das cargas prescritas, obtém-se as expressdes de célculo de Nq, e Ng ao

longo da casca esférica.
2.3.2.3 Resultante de tensdes na casca conica

Neste tipo de geometria, o angulo ¢ € constante (sendo r; = o) e ndo pode
ser usado como coordenada do meridiano. Utiliza-se, portanto, a coordenada s (

geralmente medida a partir do vértice) para referenciar os pontos da superficie

meédia ao longo da linha geratriz (Figura 2.3).

Assim, obtém-se para o comprimento de um elemento meridional:

(2.6)

ds

Figura 2.3 Geometria, carregamentos de dominio e es  forgcos em casca conica
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Tem-se ainda:

r, = Lcos¢
r, = scoto (2.7)
Nq) = NS

Essas relacbes, sendo introduzidas nas equacbes (2.2) e (2.3), apos

integragao resultam em:

2.8)
1
N, = —gj(py + p, cotd)sds

onde I, € o raio medio da base e as componentes py, e p, se referem as dire¢oes s
e radial, respectivamente.

2.3.24 Resultante de tensdes na casca cilindricac ircular

Para se obter as expressdes de célculo das resultantes de tensdes da casca
cilindrica circular, pode-se fazer ¢ = 1/2, p, = p, e raio médio a = r}, (constante)

nas equacdes para casca conica, donde se obtém:

N, =N, = —fpxdx+c1
(2.9)

Ng = —pra
onde c; se é determinada através de condi¢des de contorno.

2.3.2.5 Deformacgdes e Deslocamentos em Regime de Me mbrana

Considere-se o segmento AB, de comprimento r;d¢ na diregdo do
meridiano, representativo de um elemento infinitesimal em uma casca nao

restringida (Figura 2.4).
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Os deslocamentos na diregdo da tangente ao meridiano e na direcdo normal a

superficie média serdo denominados, respectivamente, v e w. Apos a deformacéo,

AB ¢é deslocado para a posicdo A'B’'. Na andlise aqui desenvolvida, sera

empregada a hipétese de pequenas mudancas de configuracdo, de modo que

termos infinitesimais de ordem superior serdo desprezados.

Figura 2.4 Elemento infinitesimal e deslocamentos a  pds deformacgdo em regime de membrana

A deformacédo total sofrida por um elemento infinitesimal de comprimento
r;dd pode ser entendida como um aumento de (dv/d¢)dd (devido aos
deslocamentos tangenciais) e uma diminuicdo de wdd (originada pelo deslocamento

radial w) neste.

A componente de deformacao especifica meridional €4, que corresponde a

deformacédo total por unidade de comprimento do elemento AB é, portanto, dada
por:
_ldv w

E€p = a@—a (2.10)
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Da mesma maneira, pode-se tratar a deformagcédo de um elemento de circulo

(que corresponde a um paralelo). E possivel mostrar que o aumento no raio r, da

circunferéncia, produzido pelos deslocamentos v e w vale vcos$ — wsindo.

Uma vez que a circunferéncia do paralelo se expande proporcionalmente ao

seu raio, obtém-se, para a deformacao especifica circunferencial:
gg = (vcosp — wsend) (2.11)

sendo ry = 1, sin ¢, a expressdo (2.11) pode ser reescrita como:

1
gg = 5 (vcotdp — w) (2.12)

Manipulando-se algebricamente (2.10) e (2.12), chega-se a seguinte equagao:

dv
— —vcoth =r &4 —I'yE (2.13)
a0 b =184 — 128

As componentes de deformacgéo especifica estdo relacionadas as tensdes de

membrana pela Lei de Hooke, de modo que:

£p = %(O‘q) — vog) (2.14)
onde E é o médulo de elasticidade longitudinal do material da casca.
Introduzindo-se (2.14) em (2.13), obtém-se:

dv 1
rr veotd = B [0 (ry + vry) — 0g(ry + vry)]| = f(d) (2.15)

Observa-se que os deslocamentos de uma casca axissimétrica podem ser
determinados integrando-se (2.15), quando as tensbes de membrana sao
conhecidas. A referida equagao tem como solugao:

_[ f()
v =

* 2.16
Sencl)dc|)+c ]sencl) (2.16)
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A constante de integracdo c* é determinada a partir de uma condicdo de

contorno. Uma vez determinada a expresséo de v, a equacgao para calculo de w é

obtida a partir de (2.10) ou (2.12).
2.3.3 Teoria de Flexao para Cascas Axissimétricas

Através da Teoria de Membrana nem sempre é possivel se obter solugbes
compativeis com as condicOes reais de deformacdo. A referida teoria tambéem
apresenta limitagcdes quanto a determinacao do estado de tensdes nos contornos da
casca. Esses problemas séo resolvidos através da aplicacdo da Teoria de Flex&o, a
qual considera a atuacao simultanea de esforcos de membrana, esfor¢cos cortantes e

momentos de flexao na casca.
2.3.3.1 Equacbes Constitutivas

Considerem-se 0s eixos e raios ilustrados na Figura 2.6.

Figura 2.5 Raios e eixos de um elemento infinitesim  al de casca
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As relagdes tensdo-deformacgéo (para 0, = 0) sdo dadas pela Lei de Hooke

generalizada:

Ox = T2 (ex + vey)
2.17
Oy =12 (gy + vey) (2.17)
Txy = YXyG

onde Ty, € a tensdo cisalhante (paralela a direcao de y) no plano xy, Yxy € @

deformacdo angular no plano xy e os parametros G e v sdo, respectivamente, o

modulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do material da

estrutura.

Sendo &, a deformacéo unitaria da superficie media na direcao X, Xx € Xy as
mudancas de curvatura da superficie méedia em relagdo aos raios ry e Ty,

respectivamente, e Xy, a distorcdo da superficie média, tem-se, segundo Ugural
(1981):
€x = &, — ZXx
€y = &y, — ZXy (2.18)
Yxy = Yxyo — 2ZXxy
Substituindo-se (2.18) em (2.17), obtém-se:

E

m [8XO + VEyO - Z(XX + VXy)]

Oy =

E 2.19
oy = T2 [Eyo + vego —z(Xy + VXX)] (2.19)

Txy = (nyO - 2ZXxy)G'
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Finalmente, obtém-se as seguintes equacgfes constitutivas, de modo a

relacionar as resultantes de tenséo (ilustradas na Figura 2.6) e deformacoes:

Et
N, = 12 [Sxo + Vsy()]
Et
Ny = 12 [Sy() + sto)]
Yxy,o Et
Nyy = Nyy = 2(1—"_\}) (2.20)

Mx _D(Xx + VXy)
My = —D(xy + vXx)

Mxy = Myx =-D(1 - V)Xxy

onde t é a espessura e D a rigidez flexional da casca, definida por:

B Et3
~12(1 —v?)

D (2.21)

Figura 2.6 Resultantes de tensdo em elemento infini  tesimal de casca
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2.3.3.2 Equacdes de Equilibrio
Considere-se uma casca axissimétrica de forma geral. As resultantes de
tensdes atuando em um ponto da referida casca sdo apresentadas na Figura 2.7.
Pelas condi¢cbes de assimetria, somente as resultantes Qg, Mg, Mgy, Ng €
N4 ndo se anulam, e os esforcos normais Ng e os momentos fletores Mg s&o

independentes de 0 (Ugural, 1981).

Figura 2.7 Resultantes de tensé@o ndo-nulas (proveni  entes de carregamento que origina flexao)
em um elemento de casca axissimétrica

O desenvolvimento das equacdes de equilibrio se procede da mesma maneira

da Teoria de Membrana. A partir do equilibrio de forcas nas direcbes y e z e do

equilibrio dos momentos em torno do eixo X, obtém-se as seguintes equacoes:
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d
@ (Nq,r()) — Ngrycosd — Qgro + pyriro =0

d
Ngro + Norysend + @(Qqﬂ’o) + p,rirp =0 2.22)

d
@ (Mq,ro) — Qgrory — Mgricosd =0

As equacOes de equilibrio para cascas axissimétricas de forma usual séo

apresentadas a seguir:
a) casca conica

Para este tipo de casca, anteriormente ilustrada na Figura 2.3, tem-se o

angulo ¢ constante (sendo r; = o0). Assim:

r, =scotd
(2.23)
N¢ = NS
Mq) == MS

Empregando-se estas relagbes, obtém-se para (2.22):
d
&(Nss) —Ng = —PyS
d
Ng + I (Qss)cotd = —p,scotd (2.24)
d
E(MSS) —Qss—My =0

b) casca esférica

Designando-se por a o raio da superficie média, tem-se, para este tipo de

casca, r; =T, = aery = S.send. Dessa maneira, as equagdes (2.22) assumem a

seguinte forma:
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d
@ (Nq,sencl)) — Ngcosdp — Qpsend = pya.send
d
Ngsend + Ngsend + @ (Qq,sencl)) = —p,a.send (2.25)

d
E(Mq,ro) — Qgrory — Mgrycosp =0

c) casca cilindrica

Fazendo-se s = X = rytand, ¢ = /2 er, = a em (2.22), obtém-se:

dN, fp, =0
dx X
dd%‘ + % +p, =0 (2.26)
dé\fj ~ Q=0
2.3.3.3 Equacgdes Governantes para Deslocamentos

No item anterior, observa-se, nas trés equacdes de equilibrio, a presenca de

cinco incognitas de resultantes de tenséo, Qg, Mg, Mgy, Ng e Ng,. De acordo com

Ugural (1981), para se reduzir o numero de incognitas a trés, sao utilizadas relaces

envolvendo Ng, Ng,, Mg, My, e as componentes de deslocamento v e w, as quais

serédo apresentadas a sequir.

As deformacgdes de membrana e os deslocamentos de um ponto da superficie

meédia estao relacionados pelas equacdes (2.10) e (2.12), reapresentadas abaixo:

_ldv w

= add) Iy (2.27)

1
g9 =~ (vcotd — w)
2
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Através da analise da(2.10) Figura 2.8, obtém-se para as variacdes de

curvatura:

B 1d v+ dw
Xq)_1“1 dé (r1 rld(b)

(2.28)
v dw _cotd

r, ryd¢’ r,

Figura 2.8 Elemento infinitesimal e deslocamentos a  pds deformacédo em regime de flexao

As equacdes em (2.22) e (2.29), juntas, conduzem a trés expressdes com trés
incoégnitas, v, w e Qq,. Por outro lado, usando-se a primeira entre as trés equacoes
resultantes, o esforco cortante Q4 pode ser eliminado nas duas ultimas. Desse
modo, as expressfes em (2.22) ficam reduzidas a duas equacbOes com duas

incégnitas: v e w.

Considerando-se o que foi exposto e levando-se em conta as equagdes
constitutivas, obtidas em (2.25), chega-se as chamadas Equac¢des Governantes para
Deslocamentos, apresentadas a seguir, as quais sao empregadas para tratar o

problema de flexdo em cascas:
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Et 11 /dv \Y, ]
Ny = T2 H(@_ W) +g(vcotc|) — W)_
Et 11 v /dv 7
Ng = T2 _g(vcotcl)— w) +E(@— W)_
(2.29)
1d /v dw vV v dw
]l R A 2L

M — D[<v+ dw>cotc|)+v d (v_l_ dw )]
o ry ryd¢/ r, ryde\r; rdo

2.4 Cascas Cilindricas Axissimétricas
2.4.1 Equacdes Governantes para Deslocamentos

Uma importante aplicacdo das equacgdes apresentadas no item anterior € feita
no estudo de cascas cilindricas axissimétricas, que sdo usualmente empregadas em
reservatorios, silos e contéineres.

Devido a axissimetria do problema, em um elemento de casca cilindrica de
raio a, atuam somente as resultantes de tensdo, Qy, My e Ny, conforme a Figura
2.9. Além disso, as resultantes Mg e Ng séo independentes de 6. O deslocamento
circunferencial v também resulta nulo e considera-se apenas u e w.

Levando-se em conta estas simplificacdes, restam apenas trés dentre as seis
equacbes de equilibrio a serem satisfeitas. Considerando a atuacdo de um

carregamento como ilustrado na Figura 2.9, o equilibrio de for¢as nas direcdes X e Z

e dos momentos em torno do eixo Yy fornece:

dI\I"+ =0
dX pX
dQ, 1
°N — 2.30
™ +a o+pr=0 (2.30)
dM,,
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Figura 2.9 Casca cilindrica axissimétrica

Da primeira entre as equacdes de (2.30)(2.29), obtém-se a mesma equacao
para N, apresentada em (2.9). Para a determinagdo de Q, e My, é necessario
examinar os deslocamentos da superficie média. Com v =0, as relacdes

deformacéo-deslocamento se escrevem:

du

gy = —
dx (2.31)
w

€g = —
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Aplicando-se (2.31) em (2.20):

Et du w
= —_—— Y — (2.32)
X1 =2 (dx v a)
Donde se obtém:
du 1—V? w
— = N Ml (2.33)
dx Et * TV a

Assim, a partir da Lei de Hooke e das equacdes em (2.30):

Et w du
- _ gy~ (2.34)
N 1—V2 (a v dx)

Para os momentos fletores, tem-se:

M. = Ddzw
X T dx? (2.35)
Me = VMX

onde D é a rigidez flexional da casca, definida em (2.21). Utilizando-se as
expressdes em (2.30), (2.33), (2.34) e (2.35), obtém-se para uma casca de
espessura t constante:

4

Dmﬁ'a—zw—\)?— pr=0

Em bibliografias como Ugural (1981), Timoshenko (1970) e Billington (1990),
utiliza-se uma apresentacdo mais conveniente desta expressao, dada por:
d4—

AW gty - Dx P (2.37)

dx4 aD D

na qual 3 € um parametro geométrico de dimenséao L1 tal que:
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4a2D a’t?

Bt =

As equacdes (2.33) e (2.37) representam as equacdes governantes para

deslocamentos de uma casca cilindrica circular axissimétrica. Quando nao houver

carga axial aplicada, Ny, = 0 e estas equacg@es sdo simplificadas, resultando em:

du_ w
dx_va
(2.39)
d*w p
4, _ br
dx4+4BW D

A primeira das equacdes em (2.39), apos integracdo, fornece diretamente o
valor do deslocamento u. A segunda é uma equacado diferencial ordinaria com

coeficientes constantes, cuja solucao é dada por:

W=wyt+w,=
etPX(C cosPx + C,senPx) + (2.40)
e PX(CycosBx + Cysenfx) + £, (%)

onde wy e w, = fw(x) sdo, respectivamente, as solugdes homogénea e particular

de w e (3, C,, C3 e (4, constantes de integragdo que dependem das condigbes de

contorno do problema.
2.4.2 Solicitagdes de Bordo em Cascas Cilindricas C  irculares

As cascas cilindricas circulares podem ser classificadas, quanto ao seu

comprimento, como longas ou curtas. Segundo Ugural (1981), recebem a
denominacdo de longas aquelas que apresentam comprimento longitudinal L >
(/). Neste tipo de casca cilindrica, o Unico a ser considerado neste trabalho, as

solicitagbes em cada bordo séo tratadas separadamente, devido a caracteristica
localizada dos efeitos de flexao.
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Para determinagdo da expressdo de w, serd considerado, como exemplo,
uma casca cilindrica circular longa submetida a acdo de um momento de bordo por

unidade de comprimento M; e de uma forca por unidade de comprimento Qq,
ambos aplicados ao longo do bordo x = 0, conforme a Figura 2.10. Neste caso,
como ndo ha pressao p, distribuida sobre a superficie da casca e Ny = 0, tem-se
que a solugdo particular é nula. Uma vez que as forcas aplicadas em x =0

produzem uma flexado local, a qual € amortecida a medida que a distancia X (a partir
do bordo carregado) aumenta, conclui-se que o primeiro termo da solugcao

homogénea em (2.40) deve desaparecer e, portanto, C; = C, = 0, obtendo-se:

w = e PX(CycosBx + C,senpx) (2.41)

Q

Q

Figura 2.10 Casca cilindrica circular submetidaas  olicitagbes no bordo esquerdo

As duas constantes C3; e C, sdo determinadas pelas condi¢gdes de contorno

mecanicas no bordo carregado, as quais junto com as equacfes (2.30) e (2.35)

fornecem:

(2.42)
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Donde:

€, =— 263D = (Q; + BM,)
M
c, = ZleD

Substituindo (2.43) em (2.41), obtém-se para a expressao de w:

—Bx
w=— 2€B3D [BM, (senfx — cosPx) — Q, cosPx]
Dai resulta:
e Bx
M, = 5 [BM; (cosBx + senfx) + Q; (senfx)]

Qy = e PX[2BM; (senBx) + Q, (cosPx — senpx)]

Solicitagdes de Bordo em Domos Axissimétricos
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(2.43)

(2.44)

(2.45)

De acordo com Billington (1990), na andlise de perturbacdes de bordo em

cascas, os valores de deslocamento v e w e também da rotacdo do meridiano (que

sera aqui designada por A¢) mais importantes a serem determinados sdo os dos

préprios bordos. Para o caso de apoio tangencial ao contorno da casca, v =0 e

apenas w e A¢ devem ser calculados.

Tendo-se em vista a compatibilizacdo dos domos com outras pegas, em vez

de v e w, serdo levados em conta o deslocamento horizontal Ay e a rotagdo do

meridiano A,do bordo.

Ainda segundo Billington (1990), as duas equacdes que resultam da unido de

(2.22) e (2.27) podem ser resolvidas analiticamente; entretanto, tais solugbes tem

valor limitado e, na maioria dos casos, a aproximacao de Geckeler permite o uso da

solucdo da casca cilindrica (tratada no item 2.4.2 desta dissertacao).
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(b)

Figura 2.11 Solicitagcdes de bordo em domo esférico

As referidas expressdes para a casca cilindrica podem ser usadas em domos

na determinacéo de resultantes de tensdo, momentos resultantes e deslocamentos

de bordo, desde que se leve em conta a inclinagéo a (Figura 2.11) do referido bordo.

Considerando-se uma solicitacdo de bordo H, do tipo forca uniformemente
distribuida ao longo do perimetro, como ilustrado na Figura 2.11, tem-se a forca

cortante Q; = H(sena) para utilizagdo das expressées em (2.44) e (2.45). O
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deslocamento Ay é obtido a partir do deslocamento radial do bordo w, sendo

Ay = w(sena). A partir dessas consideracdes e com base na Figura 2.11, tem-se:
Ny = e PS(cosPs — senBs)H(sena)cot(a — )

Ng = 2ePs(cosps)BaH(sena)

e PsSsenps

My = H(sena)

B (2.46)

2
a
Ay= ZBaH(senza)

2
_ 9p22
A,= 2P aH(sena)

Do mesmo modo, para uma carga momento M, uniformemente distribuida no

bordo (Figura 2.11), tem-se:
Ny = —2e7Bs(senPBs)BMcot(a — )
Ng = 2ePS(cosBs — senBs)p?aM,

My = e P*X(cosPBs + senBs)M,,

(2.47)
22a?%(sena
_2aen)
Et
43333
Aa: Et M(X

2.6 Formulacao para Placas Axissimétricas

As placas axissimétricas tratadas neste trabalho constituirdo, essencialmente,
as bases de reservatorios e vasos de pressdo, estando submetidas a solicitacdes
simples de flexdo (carregamentos uniformemente distribuidos e momentos ao longo

dos bordos) ou de variacdo de temperatura.
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(@)

(b)

Figura 2.12 (a) Coordenadas cartesianas e polares d e um elemento de placa (b) Esforcos
solicitantes em um elemento de placa axissimétrica

Inicialmente, devem ser consideradas as seguintes relacbes entre

coordenadas cartesianas e polares, conforme Figura 2-12 (a):

X = rcosf
y = rsenf
(2.48)
r? = x2 +y?
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De acordo com Ugural (1981), sendo q =q(r) e w = w(r), tem-se a

seguinte equacao diferencial para o deslocamento transversal w:

il @)) = i

rdr( drilrdr\ dr D
Em relagdo aos esforgos, devido as condigdes de axissimetria, apenas M,.,

Mg e Q, ndo se anulam no elemento infinitesimal de placa, sendo dados por:

d*’w  vdw
M, = -D|— +

dr2 ' rdr
d*w 1ldw
= _plv— -2 (2.50)
Mo D(v dr? +rdr>

B Dd d2W+1dW
Qr = dr\dr? rdr

As equacdes apresentadas em (2.49) e (2.50) sao resolvidas mediante
aplicacé@o de condi¢gBes de contorno geométricas e mecéanicas. Tais expressfes sdo
validas para placas com ou sem furo; entretanto, no ambito do presente trabalho,

serdo abordadas somente estas ultimas.

Serdo apresentados, a seguir, casos usuais de carregamento para placas

circulares macicas e suas respectivas expressdes para o célculo do deslocamento

transversal w e do momento fletor M,. (parametros analisados nesta dissertagao).

2.6.1 ExpressoOes para placa apoiada com carga momen  to de bordo

Considere-se a placa representada na Figura 2.13 a seguir:

1v[O MO
T
¥ g
a v a
Z

Figura 2.13 Placa submetida a um momento por unidad e de comprimento ao longo do bordo
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Para a situacdo acima ilustrada, tem-se:

_ My(a* —r?)
~ 2D(1+v) (2.51)

MI‘:MO

2.6.2 Expressbes para placa apoiada com carregament o lateral

uniformemente distribuido

Seja a placa representada na Figura 2.14 a seguir:

9
N S A A A A A A i
a Y a
z

Figura 2.14 Placa circular simplesmente apoiada sub  metida a carregamento lateral
uniformemente distribuido

Levando-se em conta a situacao acima ilustrada, tem-se:

Qo [t B+v)atr? N (5+v)a*
Y=2p(32 7 T16(1+v)  32(1+v)

(2.52)

_ % 2 _ .2
Mr—16(3+v)(a %)

2.6.3 Expressbes para placa engastada com carregame nto lateral

uniformemente distribuido

Considere-se a placa representada na Figura 2.15 a seguir:

9,
Z A

a a
Y

y4

Figura 2.15 Placa circular engastada submetida a ca rregamento lateral uniformemente
distribuido
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Para a situacdo anteriormente ilustrada, tem-se:

(2.53)
_%

Mr_16

[a?(1 +v) =123 + V)]

2.7  Solicitagao térmica em estruturas de superficie

Para a analise dos efeitos da solicitacdo térmica em cascas e placas é
necessario desenvolver uma nova formulacao da relacéo tensédo-deformacéo. Dessa
maneira, sendo o problema linear, realiza-se a superposicao das deformacdes

causadas pelas tensdes, devidas a carregamentos externos e a solicitacdo térmica.

Em materiais homogéneos e isotropicos, uma variacdo uniforme de
temperatura AT =T —T, (sendo T e T, as temperaturas inicial e final,

respectivamente) produz uma deformacdo especifica longitudinal em todas as
direcdes, chamada deformacao térmica, dada pela seguinte expressao:

g = alt (2.54)

As parcelas de tensdo originadas pela solicitacdo térmica sdo denominadas
tensdes térmicas. A relacdo tensdo-deformacédo para cascas e placas, levando-se
em conta os efeitos da solicitacdo térmica é expressa, de um modo geral e

considerando-se coordenadas cartesianas, por:

E

= m [SX — V& — OfAt(l + V)]

Ox

(2.55)
E

oy =y ley e

« — alAt(1 + v)]

A partir da utilizacdo de (2.55) nas formulacdes apresentadas anteriormente
neste capitulo, é possivel quantificar os efeitos da variacdo de temperatura em

termos de deslocamentos, esforgos e tensodes.
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2.8 Analise de estruturas formadas por acoplamentos de pecas estruturais

As respostas analiticas para estruturas formadas por pecas compatibilizadas
sdo obtidas através da analise de cada elemento isolado, levando-se em conta tanto
as cargas externas ao sistema do reservatorio (peso proprio, pressdes internas,
variacdo de temperatura) quanto os efeitos da vinculagdo com outras pecas, que
atuam como solicitacdes de bordo (forcas e momentos uniformemente distribuidos

ao longo de seu contorno).

A seguir, descreve-se um método de andlise usado em Billington (1990), que

sera empregado na compatibilizacdo de cascas em regime de membrana:

* inicialmente, considera-se que a solicitacdo externa € resistida inteiramente
pelas resultantes de tensbes de membrana,

e as forcas e deslocamentos no contorno das cascas obtidos a partir da teoria
de membrana geralmente ndo serdo compativeis com as condicBes de contorno
conhecidas;

« forcas e deslocamentos (efeitos de bordo) devem ser aplicados aos contornos
da casca para eliminar as incompatibilidades provenientes da teoria (ou da
aproximacéo) de membrana.

e aintensidade dos carregamentos de bordo, necessarios para eliminacdo das
referidas incompatibilidades, é determinada através da solucdo de equacbes de

compatibilidade ou de equilibrio nos contornos da casca.

Observa-se que este método reproduz o Método da Flexibilidade,
normalmente usado para calculo de porticos, trelicas e outras estruturas planas

estaticamente indeterminadas.

O mesmo procedimento serd utilizado na compatibilizacdo das placas

axissimétricas bem como das cascas submetidas a esfor¢os de flex&o.
2.9 Principio dos Trabalhos Virtuais

A formulacdo numérica apresentada no capitulo subseqiente se fundamenta
no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) para o desenvolvimento das equacdes do
Método dos Elementos Finitos.

O PTV para corpos deformaveis enuncia que se um sistema estrutural em

equilibrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais cinematicamente
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admissivel (ou seja, compativel com as vinculagbes do sistema e mantendo a
continuidade interna) o trabalho virtual das forcas que sobre ele atuam (forcas
externas) € igual ao trabalho virtual das forcas internas, Mittelbach (2002). Dessa

forma:
6Wi = 6We (2.56)

onde, 8W, representa o trabalho virtual das forcas internas (ou trabalho virtual

interno) e 6W, o trabalho virtual das forcas externas (ou trabalho virtual externo).

Para um solido no espaco definido por coordenadas cartesianas x, y e z, tem-

se as seguintes expressoes gerais para 6W; e §W,:

oW; = f (oxdeyx + oydey + 0,0¢, + TX}'SYXY + T 8Yxz + ( )
2.57
\"

Ty20Yyz) AV

oW, = f (pXSu + pydv + pZSW)dS +
Sf
(2.58)

f (Byx8u + By8v + B,8w)dV
\'

sendo:

Px, Py, Pz— componentes das forcas de superficie que atuam na regido Sf do

contorno onde sao prescritas forcas

By, By, B, — componentes das forgas de volume
Ox, Oy, Oz, Txy, Txz, Tyz — COMponentes de tensao

ou, v, 8w - variagbes das componentes de deslocamento (u, v, w) segundo

X, Y, Z
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8¢y, 8¢y, 6€,, 8Yxy, OYxy, OYy, — variagdes das componentes de deformagéo

As relagbes deformacao-deslocamento fornecem:

ou 5 _ s av N du
08y =0 (&) Yy = (ax 6y)
Sc, = & (@) Sy.. =5 (6w + 6u> (2.59)
Yy " \oy Yz = O\ 55 T 52 '
ow ow o0v
S, = 6 (E) 8Yy = 6 (a_y + E)

Quando da formulacdo numérica as equacdes (2.57), (2.58) e (2.59) seréo
particularizadas, levando-se em conta os eixos de referéncia, as hipGteses

simplificadoras utilizadas e as solicitagdes consideradas no modelo.



35

CAPITULO 3

Formulacao Numérica

3.1 Introducéo

A formulacdo numérica foi desenvolvida através do Método dos Elementos
Finitos (MEF) com base no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Utilizou-se um
elemento finito retilineo composto por dois nés e com inclinacdo ¢ em relagédo ao
eixo vertical da casca (Figura 3.1), representando a linha geratriz de um tronco de
cone de forma que a casca inteira pode ser descrita como um agrupamento de
troncos de cone, conforme ilustrado na Figura 3.2. Nesta, encontram-se ainda
indicadas as Resultantes de Tensao (esforcos internos solicitantes por unidade de

comprimento) a serem consideradas no problema axissimétrico.

7

Assim, € possivel chegar aos modelos de cascas cilindricas, conicas,

esféricas e placas circulares, fazendo-se as devidas consideragbes em cada caso.

Figura 3.1 Elemento finito retilineo



(b)
Figura 3.2 (a) Representacdo continua da casca (b) Representagéo da casca como um
agrupamento de troncos de cone

36
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3.2 Deslocamentos e fung¢des de interpolacéo

As deslocabilidades do né 1 nas diregdes globais (u;, wy, e 3;), bem como o

campo de deslocamentos do elemento no sistema local (U e W) estéo representados

na Figura 3.1. Considerando-se que o elemento finito € composto por 2 nds e que

cada um apresenta 3 graus de liberdade, tem-se ao todo 6 graus de liberdade.

Assim, o vetor de deslocamentos u€ nas dire¢des globais é dado por:

(U1
Wy
uj B4
ue = { e} = < > (31)
u;
Wj

\ 3,/

onde os indices 1 e 2 se referem aos noés inicial e final do elemento,

respectivamente.

A relacdo entre deslocamentos locais e globais € dada por

—=€ e e
—e _jug| _ Tul}_ T 0 {ul}_ o6 39
“_{ﬁg}_{Tug_{o T}ug_T“ 52
De forma explicita, para o né i, tem-se:
u; cos (d) sen(Pp) O] (Ui
—e J—
u; = Wi = |—sen($p) cos(d) O0f{Wit = Tuf (3.3)
(dw/ds); 0 0 11 (B

sendo T a matriz de rotagdo de um tensor no plano e ¢ o angulo de inclinagdo do

elemento.

Os deslocamentos ao longo do elemento devem ser determinados mantendo-

se a continuidade das rota¢gGes e deslocamentos lineares. Utilizam-se as seguintes

funcdes de interpolacdo, sendo u(s) linear de classe C° e w(s) cubica de classe

C1, para representar o campo de deslocamentos:

u(s) = Ni'(s)u, + Nz(s)u, (3.4)
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w(s) = N (5)W, + NY' ()W, + NE(s)B, + N3 ()B, (3.5)

onde:

Ni(s) =1—-s/L

N3 (s) = s/L
NY(s) = 2s3/13 —3s%/12 + 1

(3.6)

NY(s) = —2s3/L3 + 3s2 /12

Nf’(s) =s3/1? - 2s?/L+s

Ng’(s) =s3/12 —s?/L
Escrevendo-se a interpolagcdo como
—, [N* 0 0 U

u={4l-1" Wi =Nt =IN. N.lu¢ 3.7
u {W} [ 0 N NF] w; Nu; =[N; N,Ju (3.7)

(dw/ds);
e levando-se em consideracao (3.2), tem-se, em funcdo das coordenadas globais:
u= {E} = NT®u® = [N,T N,T]u®=Nu® (3.8)
O raio, ao longo do elemento, pode ser calculado como:
r(s) =r; + s.sen () (3.9)

Tem-se ainda:

L=+(r; —r1)?+ (x2 — x1)? (3.10)

3.3 Relacdes deformacao-deslocamento

Utilizando-se a hipotese de Kirchoff-Love (que exclui deformacdes
transversais por cisalhamento) e considerando o angulo ¢ constante (ou seja,

elemento retilineo), as quatro componentes de deformacéo, descritas segundo os

deslocamentos locais, sao:
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€ du/ds
e— el _ [W cos(d) + usen(d)]/r (3.11)
Xs —d?w/ds?
Xe —(dw/ds) sin (¢p)/r
A partir de (3.11) e utilizando (3.7), define-se a matriz de deformacéo B, tal
que:
¢ =Bu®=[B,T B,T|u® (3.12)
Sendo:
dNY/ds 0 0
_ Ni'sin(¢)/r N cos(d)/r Nf cos(d)/r
B = 0 —d?NY/ds? —d? NP /ds? (3.13)
0 —(dN{"/ds)sin(¢)/r - (dNiB/ds) sin(¢$)/r|

3.4 Relacdo Tensédo-deformacao

As resultantes de tensao, ilustradas na Figura 3.2, se relacionam com as

deformagdes pela matriz de elasticidade D, de modo que:

= D¢ (3.14)

Para uma casca de material linear isotrépico, a matriz de elasticidade é dada

por:
1 v 0 0
Et |v 1 0 0
— 3.15
“1—-v2|0 0 t?/12 wvt?/12 (3:15)
0 0 vt?/12 t%2/12

sendo E e v, respectivamente, o médulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente

de Poisson do material da casca e t a sua espessura.
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3.5 Trabalho Virtual Interno

O trabalho virtual interno, para o modelo em questao, pode ser escrito como

SW;, = | o*8edV® (3.16)
Ve

gue, em sua forma matricial, se torna:

t

§W; = | &8eTo* dve = f fi&sTa*dsze (3.17)
ve Ae J =
2

onde v€ é o volume do elemento e 6" o vetor de tensbes (antes da integracdo ao

longo da espessura), o qual, levando em conta os efeitos da variagdo de

temperatura, considerada uma funcéo linear ao longo da espessura, é dado por:

o A
* 0-9 _ et _ E X At
0" =10,z = De —o; = Dg T=0) -4z (3.18)
0p-Z AT/
onde:
A, + A¢ z
A= % + {(Ati —A¢,) (3.19)
Ap6és integracao ao longo da espessura, obtém-se:
L
f 5T (De — o) 2mr(s)ds (3.20)
0
onde:
( Ati + Ate ¢ )
2
Ati + Ate
E o 2 > (3.21)
oy = 4 .
12
(Atl - Ate) 2
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Substituindo (3.2), (3.11), (3.12) e (3.13), obtém-se:

L L
§W; = 2m U §(u®)TBTDBu®r(s)ds —f S(ue)TBTctr(s)ds] =
° . ° (3.22)
§W; = 2nd(u®)T [ j BTDBu®r(s)ds — Fte]
0

onde F¢ ¢ o vetor de a¢Bes nodais equivalentes devidas a atuagdo de um gradiente

de temperatura ao longo da espessura, dado por:

L
F¢ =f BTo.r(s)ds (3.23)
0

3.6  Trabalho Virtual Externo

O trabalho virtual externo, segundo (2.58) e levando-se em conta os sistemas
de coordenadas indicados na Figura 3.2, as hipoteses simplificadoras e as

solicitagOes consideradas no modelo, se escreve:

L
SW, = f(pSSﬁ + p.6w)2mr(s)ds
0

(3.24)
L

- - — dw
+2m [r(s) (NSSu + Q6w — MSS—)]
dx/l,

ra u1

@1 g
’ﬁ
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I N1
@ M1
a vy Q1 D
NS
r NP5
A Q
Mz @
N2
2

(b)
Figura 3.3 (a) Deslocamentos nodais globais e campo de deslocamentos locais do elemento (b)
Forcas nodais prescritas e carregamentos de dominio prescritos

Deve-se observar que na expressao (3.24) todos os parametros se referem

ao sistema local. Matricialmente, obtém-se:

L
SW, = 21 fSﬁTfr(s)ds + S(Ee)Tff] =
0

(3.25)
L

28 (ue)T j TTNfr(s)ds + TTTF¢

0

—e
sendo F. e FY os vetores de forgas nodais multiplicadas pelo raio nas direcGes

locais e globais, respectivamente, e f o vetor de cargas distribuidas aplicadas no

dominio do elemento. Os dois ultimos séo dados por:

(N1
Qirq .

Fe_{Ffrl}_<M11’1 [ _ Fr1

r — F;rz B N2r2 - Frez (3 26)
Qar; '
\M,r,)
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onde rq{, I', Ps © Pt sdo, respectivamente, os raios inicial e final e as taxas de

carregamento paralela e transversal a direcado do elemento, esta ultima variando
linearmente ao longo do comprimento, sendo dada pela expressao:

Pt, — Pt

Apds a integracdo e manipulacdes algébricas, chega-se a seguinte
expressao:

§W, = 2n8(u®)T[F§, + Ff] (3.28)

onde Feeq e Ff s&o, respectivamente, o vetor de forgas nodais equivalente e o vetor

de forgas nodais (multiplicadas pelo raio).
3.7 Aplicacédo do PTV

A aplicagdo do PTV, através da igualdade entre as expressodes (3.22) do TVI
e (3.28) do TVE, fornece:

L
j BTDBu‘r(s)ds = Fs, + Ff + F¢ (3.29)
0

Do primeiro membro da equacédo, obtém-se a matriz de rigidez do elemento

K€, em coordenadas globais:
L
K¢ = f BTDBr(s)ds (3.30)
0
Podendo também ser expressa por:
Ke = TTReT (3.31)
—e
onde K é a matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais, dada por:

L
K =j §TD§(s)r(s)ds (3.32)
0

Assim, a equacédo (3.29) é reescrita como:

Keu® = F§, + F¢ + F¢ (3.33)
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3.8 Parametros globais e sistema de equacdes

Uma vez obtidos os parametros locais dos elementos, matrizes de rigidez e
vetores de acdes nodais, parte-se para a obtencdo dos parametros globais, atraves

da superposicdo das contribuicdes de cada elemento. Assim, a matriz de rigidez

global da estrutura, K&, é obtida conforme ilustrado na Figura 3.4.

o o0 o
o o0 o0
o o0 o

© 000 o0 O
© o000 o0 o0
o0 o0 o0 o0 o0

N

© 000 o0 o0

© 000 o0 o0
o0 o000 o0

o o0 o
o o0 o
o o0 o

000000

o
\XO
NN

o 0 0 0 O O

oo 0000
000000

000000

000000

Figura 3.4 Matriz de rigidez global da casca

O mesmo procedimento é utilizado em relacdo ao vetor de cargas global, F&,
gue leva em conta o vetor de forcas prescritas na estrutura e os vetores de forgas

equivalentes nodais de todos os elementos. A Figura 3.5 ilustra esse processo.

DoDoDOoDODODO0DOO0— — —0000000O0a0

ol o o — ool s 7]

G ooy s o — 50 s o 9]

% ¢ ¢

FS FS, + FS F&

Figura 3.5 Montagem do vetor global de cargas nodai s
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Uma vez obtidos a matriz de rigidez global e o vetor de cargas global, chega-
se a um sistema de equacdes lineares (Erro! Fonte de referéncia nao

encontrada. ) expresso por:

KHSU-FF5 (3.34)
3 Uy
% B U,
coooos U,
DDDDDD | :
N + — |

oooooo
oooooo
oooooo

oooooo
oooooo

oooooo

\

\

\
o | g
U :
K& U F&

Figura 3.6 Sistema de equacdes lineares

A sua resolucdo é feita através do Método de Gauss impondo-se,
previamente, as condicbes de contorno cinematicas, as quais dependem do tipo de
vinculacdo externa da casca. As referidas condi¢cdes sdo introduzidas através da

técnica dos zeros e uns, conforme utilizado em Mittelbach (2002).

Uma vez resolvido o sistema, ou seja, obtido o vetor U de deslocamentos da

estrutura, constréi-se, para cada elemento, o respectivo vetor de deslocamentos
nodais. Dessa maneira, podem-se calcular os esforcos nos elementos através da

expressao:

F =Ko —Fy-F (339

onde todos os parametros se referem ao sistema local de coordenadas.

A partir da formulacédo apresentada neste capitulo, desenvolveu-se um cédigo
computacional e os resultados obtidos, bem como a verificacdo de sua acuracia, sédo

apresentados no Capitulo 4, a seguir.
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CAPITULO 4

Apresentacao e Analise dos Resultados

4.1  Introducéo

Neste capitulo, sdo abordados aspectos sobre o desenvolvimento e
funcionamento do cédigo computacional, tais como a integracdo numeérica e 0s tipos

de discretizacao utilizados nos problemas.

Em seguida, trata-se da validacdo de resultados, onde serdo analisados
diferentes exemplos de estruturas axissimétricas, tendo-se solu¢des analiticas como
valores referéncia para analise do erro. Por fim, serdo analisados exemplos de

pecas acopladas.
4.2  Cdbdigo computacional

A ferramenta computacional desenvolvida neste trabalho teve como base a
formulagdo numérica apresentada no Capitulo 3, implementada através da
linguagem de programacdo FORTRAN 95. A seguir, sao explicados alguns aspectos

da rotina da ferramenta desenvolvida.
4.2.1 Placas Circulares e Cascas Esféricas

Na formulacdo do capitulo anterior, cada elemento finito apresenta uma
inclinagdo ¢, constante ao longo de seu comprimento. Assim, considerando-se a

axissimetria e mantendo-se constante o angulo ¢ de todos os elementos ao longo

da secdo transversal da casca, obtém-se a geratriz de um tronco de cone. Se o

referido angulo apresentar valor nulo ou igual a — T, a geratriz representara uma

casca cilindrica. Do mesmo modo, se o angulo ¢ for igual a /2 ou a -T/2, a

geratriz descreve uma placa axissimétrica.
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Uma abordagem analitica tratando da obtencdo de modelos de placas e
cascas cilindricas axissimétricas a partir de uma formulacdo geral para cascas
cbnicas pode ser encontrada em Rodrigues (2009). No que diz respeito a métodos
numericos, Bhatia e Sekhon (1999) mencionam que Ross desenvolveu um elemento
cilindrico de casca e um elemento de casca axissimétrico com curvatura meridional

constante.

Sobre a discretizacdo de cascas esféricas e outras superficies axissimétricas
curvas, levou-se em conta, nesta dissertacdo, o que € explicado em Zienkiewicz e
Taylor (2000); Segundo eles, através da formulacdo para elemento retilineo
abordada neste trabalho, a continuidade entre os elementos de casca é sempre
satisfeita e, portanto, para uma casca axissimétrica com meridiano poligonal sempre

havera convergéncia.

Nos modelos de estruturas axissimétricas obtidos pela formulagédo utilizada
nesta dissertagdo, existe ainda uma limitacdo de outra natureza, relacionada a
continuidade geométrica das estruturas. Em decorréncia dela, placas axissimétricas
geometricamente continuas em seu centro, capulas esféricas sem abertura na parte
superior, entre outros exemplos de estruturas de superficie com geometria continua
em seu eixo de revolucdo, apresentam uma restricdo no célculo dos esforcos

internos.

Tomando-se como exemplo a placa axissimétrica da Figura 4.1, devido ao

problema de continuidade citado, ndo é possivel calcular os esfor¢os internos do n6

de coordenadar = 0.

9
v Y v Y Y Y v v .
a Y a
y4

Figura 4.1 Placa axissimétrica macica

Isso ocorre porque os esforgos internos apresentam dimenséo de forga (ou
momento) dividida por unidade de comprimento, sendo necessario, durante o

procedimento descrito no item 3.8, que se efetue uma divisdo pelo raio referente a
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posicdo do elemento. Assim, na implementacdo numérica, em r = 0, ocorre uma

divisdo por zero, gerando uma indeterminacao no resultado.

Tal incompatibilidade ocorre somente no célculo dos esfor¢cos internos, e na
secdo central da estrutura, de coordenada global z = 0. Desse modo e, sabendo-se

também que essa indeterminagc&do nao ocorre nas respostas analiticas de referéncia,

testou-se trés solugdes.

Inicialmente, foram feitos sucessivos refinamentos de malha nas proximidades
da secdo central, os quais mostraram uma convergéncia dos valores em relacao a
solucéo analitica a medida que se aumentava o nimero de elementos finitos. Apesar
de fornecer resultados satisfatorios, esta aproximacdo resulta em um aumento
substancial no nudmero total de elementos da malha, sendo descartada sua

utilizagéo.

A segunda solucéo tratava da simulacéo da continuidade por um furo central
muito pequeno, da ordem de 1,0x10° a 1,0x10'°. Entretanto, erros de
arredondamento foram verificados, sendo, dessa forma, abandonado este
procedimento. Dessa forma, partiu-se para a estimativa dos referidos esforcos a
partir da extrapolacéo dos resultados, com base nos valores de esfor¢cos das secoes

da vizinhanca.

Todos estes procedimentos ainda levam em conta a continuidade do
carregamento, ou seja, a nao existéncia de cargas concentradas aplicadas sobre o
nd central. De fato, ndo devem existir cargas concentradas, uma vez que, assim
como os esforgos internos, 0os carregamentos de contorno estao relacionados ao
raio de sua posicéo; dessa forma, para um raio nulo a resultante é nula, ndo sendo
possivel considerar, na rotina desenvolvida, cargas concentradas atuantes no no

central.
4.2.2 Tipos de discretizacao

No algoritmo desenvolvido, cada peca pode apresentar 3 diferentes trechos

de discretizagéo, conforme ilustra a Figura 4.2.
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X
(b)

Figura 4.2 Exemplos de discretizacéo (a) casca coni  ca (b) casca esférica

Esta consideracdo permite um refino mais intenso nos bordos, onde as pecas
se conectam a outros elementos ou aos apoios da estrutura, sendo esta a regiao
onde geralmente ocorre a concentracdo dos valores extremos (maximos ou
minimos) de deflexdes e esforcos internos. Caso a discretizacdo seja uniforme,
somente o trecho T; (ou S; para setores de esfera) serd ativado. Podem ainda ser

ativados apenas dois trechos (por exemplo, T1 =0, T,# 0 e T3# 0).
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4.2.3 Integracdo numerica

De acordo com a formulacdo do Capitulo 3, observa-se que é necessario
realizar integracdo numeérica durante o processo de resolucéo. A expressao (3.30), a
qual representa a matriz de rigidez de cada elemento, € um exemplo de funcdo
polinomial que depende da variavel raio, devendo, portanto, ser integrada. Para
tanto, optou-se por utilizar a Regra de Quadratura de Gauss como método de
integracdo numerica, sendo esta escolha decorrente de sua eficiéncia, adequacéo, e

simplicidade de implementacéo.

Segundo Rodrigues (2009), que analisou o erro na integracdo da matriz de
rigidez de um elemento finito, realizada através da Regra de Quadratura de Gauss, a
partir de 4 pontos o erro relativo jA € bastante baixo, sendo este inferior a 1%.
Entretanto, o mesmo autor afirma ainda que, embora seja possivel fazer deducdes a
partir de seu estudo da matriz de rigidez, obtendo-se uma idéia da grandeza do
namero de pontos de Gauss a utilizar na integracdo, estas informaces ndo podem

ser rigorosamente generalizadas para diferentes tipos de problemas.

Assim sendo, decidiu-se realizar um teste baseado no procedimento por ele
adotado, utilizando-se uma casca cilindrica discretizada por um Unico elemento
finito. Os resultados obtidos pela integragdo numérica, utilizando 2 e 4 pontos de
Gauss, foram comparados com 0s respectivos valores calculados pela expressao
exata da matriz de rigidez, apresentada em Vieira (2007). Os resultados obtidos
estdo apresentados na Tabela 4.1 e na Tabela 4.2.

Tabela 4.1 Erro (%) da Matriz de Rigidez para 2 pon tos de Gauss

1 2 3 4 5 6
1 0.00E+00  0.00E+00 -3.28E-08 0.00E+00  -1.21E-14  -3.28E-08
2 0.00E+00 -7.19E+00 -1.49E+01 O0.00E+00 2.08E+01 2.52E+01
3 -3.28E-08 -1.49E+01 2.78E+00 -3.28E-08 2.52E+01 3.52E+01
4 0.00E+00  0.00E+00 -3.28E-08 0.00E+00  -1.21E-14  -3.28E-08
5 -1.21E-14  2.08E+01 2.52E+01 -1.21E-14 -7.19E+00 -1.49E+01
6 -3.28E-08  2.52E+01 3.52E+01 -3.28E-08 -1.49E+01 2.78E+00
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Tabela 4.2 Erro (%) da Matriz de Rigidez para 4 pon tos de Gauss

1 2 3 4 5 6
1 0.00E+00  0.00E+00 -4.17E-06  0.00E+00  0.00E+00 -4.17E-06
2 0.00E+00 2.11E-06 -2.95E-06 0.00E+00 -6.10E-06  -6.25E-06
3 -4.17E-06  -2.95E-06  -5.52E-06 -4.17E-06 -6.25E-06 -6.57E-06
4 0.00E+00  0.00E+00 -4.17E-06  0.00E+00  0.00E+00 -4.17E-06
5 0.00E+00 -6.10E-06  -6.25E-06  0.00E+00 2.11E-06 -2.95E-06
6 -4.17E-06  -6.25E-06  -6.57E-06 -4.17E-06 -2.95E-06 -5.52E-06

A partir destas tabelas, nas quais cada item representa o erro relativo para um
dos elementos da matriz de rigidez, observaram-se, para 2 pontos de Gauss, erros
de ordem muito baixa em alguns itens; até mesmo menores do que 0s provenientes
do emprego de 4 pontos, como é o caso do referente a linha 6, coluna 1. Entretanto,
outros itens da Tabela 4.1 apresentam erros de até 35 % e, além disso, nota-se uma
uniformidade nos resultados correspondentes a 4 pontos de Gauss, ja que 0S erros

maximos n&o ultrapassam a ordem de 1x10°®.

Por esses motivos, optou-se por utilizar 4 pontos de Gauss na rotina de
integracdo do algoritmo desenvolvido. Uma vez que os resultados desta analise se
mostraram coerentes com as observacoes feitas por Rodrigues (2009) e que, além
disso, caracterizam uma boa precisdo para os valores da matriz de rigidez,
descartou-se a possibilidade de utilizacdo de um maior nimero de pontos de Gauss,

visando a diminuicao do esfor¢co computacional.
4.2.4 Representacédo do erro

O erro de uma solucdo numérica pode ser determinado de maneira exata
caso haja uma solucdo analitica disponivel. Nesta dissertacdo, serdo utilizadas
solugdes analiticas como referéncia, sendo possivel, portanto, determina-lo de
maneira exata. Ele pode ser expresso de forma absoluta ou relativa, sendo esta

ultima definida como:

E . |aex — dnum

= (4.1)

an

Erel =

an
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onde a.x € apym S&0, respectivamente, os valores exato e numérico da grandeza

considerada.

O erro absoluto representa o numerador da expressao (4.1), ou seja,
E.ps = E = |agy — ayum|.- Nos exemplos de célculo do presente capitulo, optou-

se pela representacdo do erro de forma relativa, através de porcentagem, de modo

que:

4100 = Bex = numl 00 (4.2)

an

Erel) =
ex

4.3 Exemplos de validacéo

Neste item, sdo apresentados os resultados obtidos, a partir do codigo
computacional desenvolvido, para exemplos de pecas estruturais isoladas e
acopladas. No subitem 4.3.1, sédo tratados quatro tipos de pecas isoladas,
semelhantes as usadas em 4.3.2, onde se estudam pecas acopladas. Neste primeiro
subitem, analisa-se o desempenho de diferentes malhas na obtencdo dos resultados
e, dessa forma, sdo determinadas as discretizacbes a serem utilizadas para cada

tipo de geometria em 4.3.2.

Em cada exemplo, montou-se uma tabela para apresentacédo do erro relativo
entre os resultados de cada discretizagao e os valores de referéncia. Nestas tabelas,

sao analisados os deslocamentos u e w, nas direcdes globais, ou apenas o mais
relevante, dependendo do tipo de geometria, vinculacdo e solicitagdo da estrutura. O
mesmo ocorre em relagdo aos esforgcos de membrana Nq, e de flexédo Mq,, 0S quais

assumem nomenclaturas diferentes, de acordo com o tipo de elemento estrutural.

7

O erro e apresentado de forma relativa, conforme explicado em 4.2.4, e
calculado da mesma maneira para deslocamentos e esforgos. No caso de w, tem-

se:

W < — Wiz
Erel.(%) = A TXMEF x 100 (4.3)

méXAn
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sendo Wiax.a, © Wmax. g 0S Valores de w obtidos, respectivamente, a partir do

programa e pelas solu¢des analiticas de referéncia.
4.3.1 Pecgas isoladas e analise da discretizagéo

Em cada exemplo, assim como em Mittelbach (2002) e Vieira (2007), inicia-se
a analise da peca a partir de uma discretizagdo uniforme, sendo posteriormente
adotadas malhas ndo-uniformes, visando a melhoria dos resultados nas regifes de

ocorréncia de perturbacdes de bordo.

4.3.1.1 Exemplo 1 — Casca Cilindrica apoiada na bas e, submetida a
pressdo hidrostatica e a uma forga prescrita por un idade de comprimento ao

longo do perimetro superior

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.3, onde também sao

indicados os dados geométricos, da solicitacdo e do material da casca.

F €—<—F-————-; —= >
L=1,00m
t a=100m
%7 -3
t=5,00x10"m
P, P, L E = 2.00x10™ N/m?
v=0,32
p; = 1,00x10* N/m?
F = 2,00x10% N/m
77 77 (F =Q°
a v
X,u

Figura 4.3 Representacéo e dados do exemplo 4.3.1.1

As discretizac¢des utilizadas, com base na distribuicéo ilustrada na Figura 4.2,
estdo indicadas na Tabela 4.3 a seguir.
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Tabela 4.3 Discretiza¢@es utilizadas no exemplo 4.3  .1.1

ool mos cemomos o

MEF | Uniforme T,=1 30 0,033
T.=0,13 10 0,020

MEF Il N&o-uniforme T,=0,74 10 0,060
T,=0,13 10 0,020

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores
maximos (em modulo) de w e My nos bordos da casca cilindrica, para cada
discretizacdo e para as formulas analiticas sdo apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5.
As curvas de w (ampliado 1x10° vezes) e M, ao longo da casca cilindrica estdo

representadas nas Figura 4.4 e Figura 4.5.

Tabela 4.4 Valores maximos de w

Bordo Superior Bordo Inferior
Modelo
wmax. (m) orden.x(m) erro(%) wmax.(m) orden.x (m) erro (%)
Analitico 1,725E-05 0 - 1,067E-05 0,870 -
MEF | 1,721E-05 0 0,237 1,066E-05 0,867 0,090
MEF Il 1,723E-05 0 0,042 1,065E-05 0,870 0,078
Tabela 4.5 Valores maximos de Mx
Bordo Superior Bordo Inferior

Modelo Mx max. (Nm/m) Or(zﬁqr)" X ((ag/zt)) Mx max. (Nm/m) oro(lre:]r;. X erro (%)
Analitico -3,559E-00 0,044 - 4,911E+00 0,956 -
MEF | -3,400E-00 0,033 4,460 4,797E+00 0,967 3,910
MEF Il -3,535E-00 0,040 0,667 4,934E+00 0,960 0,468

Para a peca deste exemplo, a presenca de uma forga prescrita no bordo
superior e de um apoio do segundo género em sua base originam deslocamentos e
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esforcos de flexdo nestas regides. Entretanto, o efeito da flexdo € amortecido quanto
maior for a distancia do ponto considerado em relacéo aos extremos da peca e, por
este motivo, em sua parte central ela trabalha sob regime de membrana. A seqguir,

comentam-se os resultados obtidos para cada discretizacao.

Discretizacao MEF |

Os resultados obtidos com esta malha foram satisfatérios em relacdo a
determinacdo de w, jA que, segundo a Tabela 4.4, o erro correspondente aos

valores maximos em ambos os bordos ndo chega a 1% e, na Figura 4.4, a curva que

a representa tem configuracdo muito semelhante a da resposta analitica.

Sobre os resultados de My, o maior erro ocorre no bordo inferior, sendo da
ordem de 4% e na Figura 4.5 sua curva apresenta bom comportamento em relagéo
a da solucao analitica.

Apesar de os resultados ja serem considerados satisfatérios, buscou-se uma
melhoria na determinacdo de My, através da utilizacdo de uma discretizagdo com
refino nas proximidades dos contornos da peca, regido de ocorréncia das

perturbacdes de bordo.

Discretizacao MEF I

Com o refino adotado nesta segunda discretizacdo, os resultados obtidos
foram ainda melhores na determinacdo dos valores maximos de w, uma vez que 0
erro em ambos os bordos foi inferior a 0,08%. Observa-se também, a partir da Figura

4.1, que a curva apresenta bom comportamento até mesmo na regido central,

menos refinada.

Obteve-se uma melhora consideravel em relacdo aos valores maximos do
momento fletor, sendo o erro menor que 0,7% em ambos os bordos. A Figura 4.2
evidencia os bons resultados obtidos, uma vez que as curvas correspondentes a
discretizacdo MEF 1l e a solucdo analitica apresentam comportamento muito
semelhante nas proximidades dos bordos. Entretanto, na parte central da peca, as
referidas curvas apresentam configuracdo levemente distinta em alguns trechos,

devido ao menor refinamento de MEF Il nesta regiéo.
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Figura 4.4 Deslocamento w na casca cilindrica

Diagrama de Mx

x(m)

0.90 e e
)

1-00) — e —— e T el

r T L S v v, T T 1

-5.00E+00 -3.00E+00 -1.00E+00 1.00E+00 3.00E+00 5.00E+00
Mx (Nm/m)

Proj. Vert. —-—-Analitico ---- MEF I MEF 1l

Figura 4.5 Diagrama de Mx da casca cilindrica
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4.3.1.2 Exemplo 2 — Casca esférica apoiada na base sob atuacdo de seu
peso proprio

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.6, onde também sao

indicados os dados geométricos, da solicitagdo e do material da casca.

a=100m

t =5,00x10°m
E = 2,00x10™ N/m?
v=0,32

Ymat = 7,85x10* N /m*

P = YimarX t = 3,925x10% N/m?

v B = 900

0°< @< 90°

Figura 4.6 Representacéo e dados do exemplo 4.3.1.2

As discretizacgOes utilizadas, com base na distribuic&o ilustrada na Figura 4.2,

estdo indicadas na Tabela 4.6 a seguir.

Tabela 4.6 Discretiza¢®es utilizadas no exemplo 4.3 .1.2

: . Angulos dos Numero de Comp. dos
Discret. Tipo
trechos (graus) elementos  glementos (m)
MEF | Uniforme S; =90,00 50 0,031
_ S;= 80,00 30 0,047
MEF II N&o-uniforme
S,=10,00 20 0,009

Apresentam-se, a seguir, 0os resultados obtidos para o problema. Os valores

maximos (em madulo) de w, M¢ e Nq, da semi-esfera, para cada discretizacao e

para as formulas analiticas sdo apresentados nas Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9.
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As curvas de w (ampliado 1x10° vezes), Nq, e Mq, ao longo da casca

esférica estdo representadas nos Figuras 4.8 e 4.9.

Tabela 4.7 Valores maximos de w

Bordo Inferior

Modelo
wmax. (m) orden.x(m) erro (%)
Analitico 4,499E-07 0,897 -
MEF | 4,428E-07 0,906 1,561
MEF 1l 4,550E-07 0,895 -1,135

Tabela 4.8 Valores maximos de M @

Bordo Inferior

Modelo

M@ max. (Nm/m) orc(l;r;. X erro (%)
Analitico 2,545E-01 0,956 -
MEF | 2,562E-01 0,969 -0,691
MEF I 2,545E-01 0,956 -0,023

Tabela 4.9 Valores maximos de N @
Bordo Inferior

Modelo

N@ max. (N/m) ortzl;enr;. X erro (%)
Analitico -3,925E+02 1,000 -
MEF | -3,926E+02 1,000 -0,025
MEF I -3,925E+02 1,000 -0,000

Na peca em questdo, devido a atuagdo do peso proprio, predominam esforgos
de membrana que, assim como os momentos fletores e deslocamentos w,

apresentam maiores valores proximo aos apoios. Assim, considerou-se a analise de
maximos apenas no bordo inferior.
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A seguir, comentam-se os resultados obtidos para cada discretizagao.

Discretizacao MEF |

Os resultados obtidos para esta discretizacéo ja apresentam boa acuréacia, de

modo geral. Em relacdo a w, o erro em relacéo ao valor maximo € menor que 2% e
em relacédo a Mq, e N¢, 0s erros néo ultrapassam 0,7% e 0,03%, respectivamente.
Em relacdo as Figuras 4.7 a 4.9, a curva que representa Mq, apresenta configuracéo
semelhante e valores muito préximos aos da solucédo de referéncia da base até o
valor maximo, depois do qual os as curvas se distanciam, apresentando, contudo, a
mesma configuracao.

Ja as curvas de w e de Ngapresentam a mesma configuragéo e valores

muito proximos aos da solucao de referéncia ao longo de todo o dominio da casca.

Discretizacbes MEF Il e MEF Il

Para MEF I, em relacdo ao ponto do deslocamento maximo, houve uma

suave diminuicdo do erro, o qual passou a ser da ordem de 0,02% para 0 momento

fletor e nulo em relacédo a Nq,. E interessante notar que, em relacdo aos esforgos

internos, as ordenadas de ocorréncia do valor maximo sao coincidentes
(considerando 4 digitos significativos) com as da solugdo analitica, o que
proporcionou uma melhoria brusca nos valores do momento. Para o deslocamento,
apesar de a ordenada ser muito proéxima, seria necessario um maior refino para

melhoria do resultado.

Assim sendo, percebe-se que a acuricia esta relacionada tanto ao refino da
malha na regido de ocorréncia do valor maximo quanto a distancia de sua
coordenada na solucdo analitica aquela do ndé mais proximo (no modelo

discretizado).

No que diz respeito as curvas, as de w e de Nq, permanecem com mesma

configuracédo da solugéo ao longo da semi-esfera e, por outro lado, o diagrama de

Mq, apresenta 6tima configuragdo no entorno do méaximo, distanciando-se de forma

bY

relevante em relacdo a resposta analitica apds este valor. Isto ocorre devido a

mudanca de refino entre os trechos da discretizagdo e como nessa regido a malha
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de MEF Il apresenta maior espagamento do que a de MEF I, explica-se a razao de

esta Ultima apresentar melhor comportamento neste trecho.

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), sobre o problema da aproximacdo de
uma casca curva por um modelo poligonal, muitos exemplos indicam que ocorre
convergéncia. Quando o carregamento causa esfor¢cos predominantemente de
membrana, existem discrepancias no valor do momento, que tendem a desaparecer
com o aumento do numero de elementos finitos. Este refinamento é necessario para
eliminar a aproximacao fisica envolvida na representacéo da casca por uma série de

troncos de cone.

Dessa forma, visando a comprovacao do que acaba de ser explicado, utilizou-
se mais uma discretizacdo, MEF Ill, a qual apresenta 0 mesmo refino em torno do
maximo, mas com maior nimero de elementos na regiao inicial (S;=80°). A resposta
obtida, como esperado, foi mais satisfatéria, pois o aumento no nuamero de
elementos no trecho mencionado ocasionou a melhoria da aproximacao da esfera

por um poligono.

Desl. w em relacdo a Sup. Média
0.00 | e

0.10 - S

0.20 - ™
0.30 -
0.40 -
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x(m)

0.60 -

0.70 +

0.80 -

0.90 -

1.00 T T T T ;
0.00E+00 2.00E-01 4.00E-01 6.00E-01 8.00E-01 1.00E+00
z + wx10° (m)
Sup. Média — — - Analitico ---- MEF | MEF 1l

Figura 4.7 Deslocamento w da casca esférica
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4.3.1.3 Exemplo 3 — Placa circular apoiada submetid a a carregamento

lateral uniforme, variagcdo uniforme de temperatura e momento nos bordos

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.10, onde também sao

indicados os dados geométricos, da solicitacdo e do material da placa.

a=100m
t=2,20x10°m
\Y At M E = 2,00x10™ N/m?
AN i EAN- v v=0m
te q = 2,00x10* N/m?

v a M = - 3,00x10% Nm/m
At = Ate = AT=25 °C

@ =90°

Figura 4.10 Representacéo e dados do exemplo 4.3.1. 3

As discretizac¢des utilizadas, com base na distribuicéo ilustrada na Figura 4.2,

estdo indicadas na Tabela 4.10 a seguir.

Tabela 4.10 Discretiza¢Oes utilizadas no exemplo 4.  3.1.3

: : Comp. dos Numero de Comp. dos
Discret. Tipo
trechos (m) elementos  glementos (m)
MEF | Uniforme T,=1,00 10 0,100

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores
maximos (em moédulo) de u, M, e N, da placa, para a discretizacdo MEF | e para as

formulas analiticas sdo apresentados nas Tabelas 4.11, 4.12 e 4.13. Nas Figuras
4.11, 4.12 e 4.13 estao representadas suas respectivas curvas de variagdo ao longo

do raio da placa.
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Tabela 4.11 Valores maximos de u

Regido Central

Modelo
umax. (m) abscis. z (m) erro (%)
Analitico 8,288E-04 0 -
MEF | 8,288E-04 0 -1,448E-5

Tabela 4.12 Valores maximos de Mr

Regido central

Modelo

Mr max. (Nm/m) ab?%%. z erro (%)
Analitico 1,150E+03 0 -
MEF | 1,139E+03 0 -9,658E-3

Tabela 4.13 Valores maximos de Nr
Regido central

Modelo Nr max. (N/m) ab?ﬁi?' z erro (%)
Analitico -1,765E+06 0 -
MEF | -1,765E+06 0 1,666E-4

Neste exemplo, a carga distribuida e 0 momento fletor geram deslocamentos
transversais e momentos fletores e a variagdo de temperatura ocasiona esforgcos de
membrana. Os esforgos e deslocamentos de flexdo apresentam seus valores com
moédulo méximo na regido central da placa e os esforcos de membrana sao
constantes ao longo de seu raio. Dessa forma, a analise dos maximos foi feita no
entorno do centro da placa. A Unica discretizacao utilizada, uniforme e composta por

apenas 10 elementos, apresentou resultados bastante satisfatorios. De acordo com
as Tabelas 4.11 a 4.13, o maior erro se deu na determinacdo de M,, sendo este

menor que 0,01%.

As curvas das Figuras 4.11 a 4.13 confirmam o bom desempenho da
discretizacdo, pois como se pode observar, as curvas apresentam a mesma
configuracdo e valores muito proximos, sobrepondo-se quase integralmente na

escala em que estdo representadas.
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Diagrama de Nr
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4314 Exemplo 4 — Casca coOnica apoiada na base so b atuacédo de seu

peso proprio

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.14, onde também sé&o

indicados os dados geométricos, da solicitacdo e do material da casca.

Iy

L=10,00 m

ro =3,00m

N, = 9,00m

t = 5,00x10°m

E = 2,00x10"" N/m?
v =0,32

P = Yimarx t = 3,925x10% N/m?

@=53,13°

Figura 4.14 Representacéo e dados do exemplo 4.3.1. 4
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As discretizacgdes utilizadas, com base na distribuicéo ilustrada na Figura 4.2,
estdo indicadas na Tabela 4.14 a sequir.

Tabela 4.14 Discretizag@es utilizadas no exemplo 4. 3.1.4

: : Comp. dos Numero de Comp. dos
Discret. Tipo
trechos (m) elementos  glementos (m)
MEF | Uniforme T,=10 30 0,333
T,=8,75 10 0,875
MEF I N&o-uniforme
T,=1,25 20 0,063

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores
maximos (em modulo) de w, Mg e Ng da casca conica, para a discretizacdo e para
as formulas analiticas sdo apresentados nas Tabelas 4.15, 4.16 e 4.17. Nas Figuras

4.15, 4.16 e 4.17 estao representadas suas respectivas curvas de variagdo ao longo
da casca conica.

Tabela 4.15 Valores maximos de w

Bordo Inferior

Modelo
wmax. (m) orden.x(m) erro (%)
Analitico -1,457E-05 7,680 -
MEF | -1,434E-05 7,733 1,550
MEF 1l -1,466E-05 7,650 -0,313

Tabela 4.16 Valores maximos de Ms

Bordo Inferior

Modelo

Ms max. (Nm/m) oro(l;enr;. x erro (%)
Analitico -7,830E-01 7,888 -
MEF | -3,813E-01 7,733 51,302

MEF II -7,924E-01 7,900 -0,193
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Tabela 4.17 Valores maximos de Ns

Bordo Inferior

Modelo

Ns max. (N/m)  orden. x (m) erro (%)
Analitico -3,261E+03 8,000 -
MEF | -3,260E+03 8,000 0,029
MEF Il -3,261E+03 8,000 -0,002

Na peca em analise, a atuacdo do peso proprio desencadeia um
comportamento de membrana ao longo do dominio, exceto na regido de vinculacéo,
onde a restricdo aos deslocamentos vertical e horizontal provoca também esforgos e

deslocamentos de flexdo. E, portanto, no entorno dos apoios onde 0s momentos

fletores apresentam seus maiores moédulos, assim como o deslocamento w. Em

relagdo a Ng, seu médulo aumenta de forma diretamente proporcional ao da

ordenada x, atingindo o seu valor maximo nos apoios. A partir dessas
consideracdes, a analise da peca se concentrou no bordo inferior. A segquir,

comenta-se o0 desempenho de cada discretizagao.

Discretizacao MEF |

De acordo com as Tabelas 4.15 a 4.17, os resultados de w e Ng¢ maximos sédo

satisfatorios, sendo os erros da ordem de 2% e 0,03%, respectivamente. Entretanto,

7

em relacdo ao valor maximo de Mg, o erro é consideravel e, assim, a malha
uniforme nao se mostrou adequada com a utilizacdo de apenas 30 elementos finitos
neste exemplo. A grandeza deste erro esta associada a ordenada de ocorréncia do
valor mdximo do momento fletor e também a sua variacdo brusca nesta regido da
peca, conforme pode ser visto na Figura 4.15. Dessa forma, uma vez que 0 0S
pontos da malha de MEF | mais proximos da ordenada de ocorréncia do momento
maximo encontram-se a uma certa distancia da ordenada analitica deste momento e
que a variagdo deste esforco € muito intensa entre esses dois pontos, o erro obtido

foi relevante.

Em relacdo as Figuras 4.16 e 4.17, observa-se 0 bom comportamento das
curvas de w e Ng e também, a diferenca entre os valores de Mg na regido de

ocorréncia de flexao.
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Discretizacao MEF ||
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O erro na determinagdo de Mg maximo motivou a aplicagdo de um

refinamento em sua regido de ocorréncia. Os resultados, como esperado, foram

melhores e, de acordo com as Tabelas 4.15 a 4.17, o maior erro nos resultados

obtidos foi da ordem de 3%. As curvas das Figuras 4.15 a 4.17 também apresentam

boa configuracdo, com destaque para a de Mg, cujo comportamento é muito

semelhante a da solugéo analitica na regido de flex&o, diferindo desta somente nas

proximidades do bordo superior, devido a auséncia de refino nesta regiao.

Uma vez que os resultados para MEF |l se apresentaram satisfatorios e que a

pequena diferenca de configuracdo das curvas mencionada ocorreu somente para

M,,e em uma regido onde os valores ndo apresentam ordem de grandeza relevante,

nenhuma outra malha foi utilizada.

4.3.1.5

Escolha da discretizacao

As discretizagbes utilizadas nos exemplos de pecas acopladas seréo,

conforme analisado nos exemplos anteriores, as mais adequadas para cada tipo de
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peca. Assim, com excecdo da placa circular, onde se utilizou apenas uma malha,

para cada elemento estrutural serdo utilizadas as discretizagdes MEF II.
4.3.2 Pecas acopladas

Na andlise das pecas acopladas, buscou-se, em cada exemplo, avaliar a
acuracia das respostas do codigo computacional para a analise de uma estrutura
composta pelo agrupamento de diferentes pe¢as. Foram montados um reservatorio
com fluido interno, um acoplamento simulando um domo esférico apoiado em uma
parede cilindrica e ainda um vaso de pressdo composto pela juncdo de placa

circular, casca conica e casca esférica.

4.3.2.1 Exemplo 5 - Reservatério aberto, apoiado na  base e composto por
casca cilindrica com placa circular na base, submet ido ao peso préprio de

seus elementos e a pressao hidrostatica

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.18, onde também sao
indicados os dados geométricos, das solicitagbes e do material componente da

casca e da placa que formam o reservatorio.

_______ > iﬂ"_ L=1,00m

i a=100m

' tei, = 5,00x10°m

! tp.= 2,00x10°m

ta ' i L E = 2,00x10"* N/m?

T v=0,32

pr tpl.
9 l Y= 1,00x10* N/m®

IR
7T F 77T g=YXL+ Ymat Xtp= 1,39x10* N/m?
a v
xu Px = YmatX t = 1,039x10% N/m?

Figura 4.18 Representacéo e dados do exemplo 4.3.2. 1

As discretizacgOes utilizadas para cada peca estao indicadas na Tabela 4.14 a

sequir.
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Tabela 4.18 Discretiza¢fes utilizadas no exemplo 4.  3.1.4

. Comp. dos Numero de Comp. dos
Peca Tipo
trechos (m) elementos  glementos (m)
T,=0,13 10 0,020
Casca cil. Nao-uniforme T,=0,74 10 0,060
T5=0,13 10 0,020
Placa Uniforme T:=1,00 10 0,100

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores
méaximos de deslocamentos e momentos para cada peca sdo apresentados nas
Tabelas 4.19 a 4.22. Nas Figuras 4.19 a 4.21 estdo representadas as curvas de
variagcdo dos esforgos internos e na Figura 4.22 apresenta-se o0 aspecto geral da
estrutura deformada.

Tabela 4.19 Valores maximos de w

Casca cil. Placa
Modelo
w max. (m) erro (%) w max. (m) erro (%)
Analitico -8,747E-05 - - -
MEF -8,740E-05 0,088 - -
Tabela 4.20 Valores maximos de u
Casca cil. Placa
Modelo
u max. (m) erro (%) u max. (m) erro (%)
Analitico -2,24E-06 - 3,77E-03 -
MEF -2,23E-06 0,224 3,77E-03 0,013
Tabela 4.21 Valores maximos de Momento
Casca cil. Placa
Modelo MX max. erro (%) Mr max. erro (%)
(Nm/m) ° (Nm/m) °
Analitico  -4,443E+02 - 1,96E+03 -

MEF -4,445E+02 -0,045 1,95E+03 0,229
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Tabela 4.22 Valores maximos de Resultante de Tensée s

Casca cil. Placa
Modelo Z 7
NX max. 0 Nr max. 0
(N/m) erro (%) (N/m) erro (%)
Analitico -3,925E+02 - - i
MEF -3,925E+02 0,000 - -

No reservatdério em analise, a atuacdo do peso préprio gera esforcos de

membrana na casca cilindrica e de flexdo na placa, originando em ambos o0s

elementos deslocamentos u.

Além disso, o fluido interno ocasiona comportamento de membrana ao longo
do dominio da casca, de modo que haja flexdo somente nas proximidades dos

apoios e, em relacdo a placa, ele a solicta na forma de um carregamento

transversal.

Uma terceira solicitacdo decorre do acoplamento entre as duas pecas, ou
seja, do momento de compatibilidade na regido da ligacdo entre elas. Desse modo,
a analise de maximos se concentrou no entorno dos apoios, onde ocorrem 0S

valores mais relevantes de esforcos internos e deslocamentos.

De acordo com as Tabelas 4.23 a 4.25, nenhum dos erros superou 0,3%,
evidenciando o carater satisfatorio dos resultados. Nas Figuras 4.19 a 4.22, observa-
se 0 bom comportamento das curvas obtidas pelo MEF em relacédo as das solucdes
analiticas.Uma vez que os resultados foram bastante satisfatérios, conclui-se que a

formulag&o pbde ser utilizada com éxito no célculo do reservatorio.

No que se refere aos deslocamentos, levando-se em conta os seus valores
em coordenadas globais para as duas pecas, a Figura 4.22 ilustra a situacao

deformada da estrutura.
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4.3.2.2 Exemplo 6 — Estrutura formada por acoplamen to entre casca
cilindrica apoiada na base e casca esférica na part e superior, submetida ao
peso proprio dos elementos e a uma variagcao uniform e de temperatura

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.23, onde também sao

indicados os dados geométricos, das solicitacées e do material do acoplamento.

t ZW
P L=1,00m
a a=1,00m
' | t = 5,00x10°°m
A | At A || A E — 2 00x10™ NI’
$ ' V=032
e IR
T | V= 1,00x10% N/m®
f i P = Yimarx t = 1,039x10* N/m?
T e At=Ate=AT=25 °C
e

Figura 4.23 Representacéo e dados do exemplo 4.3.2. 2

As discretizacdes utilizadas para cada peca estéo indicadas na Tabela 4.23 a

sequir.
Tabela 4.23 Discretizag@es utilizadas no exemplo 4. 3.1.4
Comp. dos
Peca Tipo Comp. dos Numero de p
trechos (graus/m)  elementos  glementos (m)

_ S;=80 30 0,047

Casca esf. N&o-uniforme
S,=10 20 0,009
T,=0,13 10 0,020
Casca cil. Nao-uniforme T,=0,74 10 0,060
T5=0,13 10 0,020

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores

maximos de deslocamentos e momentos para cada peca sdo apresentados nas
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Tabelas 4.24 a 4.27. Nas Figuras 4.24 a 4.27 estdo representadas as curvas de

variacdo dos esforgos internos e na Figura 4.27 apresenta-se o aspecto geral da

estrutura deformada.

Tabela 4.24 Valores maximos de w

Casca esf. Casca cil.
Modelo
w max. (m) erro (%) w max. (m) erro (%)
Analitico 3,006E-04 - 3,204E-04 -
MEF 3,003E-04 0,110 3,201E-04 0,078
Tabela 4.25 Valores maximos de u
Casca esf. Casca cil.
Modelo
u max. (m) erro (%) u max. (m) erro (%)
Analitico -6,013E-04 - -3,021E-04 -
MEF -6,013E-04 0,002 -3,021E-04 -0,001
Tabela 4.26 Valores maximos de Momento
Casca esf. Casca cil.
Modelo . P
Mg max. 0 Mx max. 0
(Nm/m) erro (%) (Nm/m) erro (%)
Analitico - - 1,465E+02 -
MEF - - 1,465E+02 0,005
Tabela 4.27 Valores maximos de Resultante de Tensbe s
Casca esf. Casca cil.
Modelo P y
N@ max. o NX max. 0
(N/m) erro (%) (N/m) erro (%)
Analitico -3,925E+02 - -7,850E+02 -
MEF -3,924E+02 0,025 -7,849E+02 0,013

Na semi-esfera, tanto a atuacdo do peso préprio quanto a variagdo uniforme

de temperatura originam esforcos de membrana ao longo de seu dominio, sendo

irrelevante a ordem de grandeza dos momentos fletores. Em se tratando dos

deslocamentos, predomina a tendéncia proveniente da variagdo de temperatura. Os
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valores maximos para esforcos e deslocamentos ocorrem no bordo inferior deste

elemento, sendo, por este motivo, a regido dele analisada.

b

Em relacdo a casca cilindrica, a variacdo de temperatura também tende a
ocasionar esforcos de membrana ao longo do dominio (esforco Ng), ocorrendo
flexdo apenas nas proximidades dos apoios. O peso proprio da pec¢a e ainda o peso
total da semi-esfera ocasionam como esforco relevante apenas Ny. No que se refere
aos esforcos ocasionados na juncdo das duas pegas, sua ordem de grandeza

resultou pequena para este tipo de solicitagcdo, de modo que nao apresentam grande

influéncia sobre esforcos e deslocamentos.

De acordo com as Tabelas 4.24 a 4.27, nenhum dos erros superou 0,1%,
indicando acuracia satisfatoria na determinacdo dos resultados. Nas Figuras 4.24 a
4.27, observa-se 0 bom comportamento das curvas obtidas pelo MEF em relacé@o as
das solu¢des analiticas. Dessa forma, comprovaram-se, mais uma vez, a eficiéncia
da formulacdo numérica na analise de estruturas formadas por acoplamentos entre

pecas axissimétricas.
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Figura 4.24 Diagrama de N ¢ da casca esférica
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Situagao deformada da estrutura
-2.00E-01 -

0.00E+00 -
2.00E-01 -
4.00E-01 -
6.00E-01 -
8.00E-01 -

1.00E+00 -

X + ux10%(m)

1.20E+00 -

1.40E+00 -

1.60E+00 -

1.80E+00 -

2.00E+00 T T . )
0.00E+00 5.50E-01 1.10E+00 1.65E+00 2.20E+00
Z + wx102 (m)

Sup. Média ---- Analitco — — MEF |
Figura 4.27 Situacdo deformada do acoplamento

4.3.2.3 Exemplo 7 — Vaso de pressdo apoiado, compos to por casca

conica e placa circular na base, submetido a uma pr  esséo interna

O exemplo encontra-se representado na Figura 4.28, onde também sao

indicados os dados geométricos, das solicitacdes e do material do vaso de pressao.

L =12,00m
a=9,00m

teon. = 5,00x10°m
to. = 2,00x10™"m

E = 2,00x10™ N/m?
v=0,32

A 0, = 2,0x10% N/m?

P,
tpl.
EY
AN i

Figura 4.28 Representacéo e dados do exemplo 4.3.2. 2
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As discretizacdes utilizadas para cada peca estéo indicadas na Tabela 4.28 a

sequir.
Tabela 4.28 Discretizag@es utilizadas no exemplo 4. 3.1.4
Peca Tipo Comp. dos Numero de Comp. dos
¢ trechos (m) elementos  elementos (m)
Casca Uniforme T,= 12,00 50 0,3
con.
Placa circ. T,=9,00 10 0,9

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os valores
maximos de deslocamentos e momentos para cada peca sdo apresentados nas
Tabelas 4.29 a 4.32. Nas Figuras 4.29 a 4.32 estdo representadas as curvas de
variacdo dos esforcos internos e na Figura 4.33 apresenta-se 0 aspecto geral da

estrutura deformada.

Tabela 4.29 Valores maximos de w

Casca con. Placa circ.
Modelo
w max. (m) erro (%) w max. (m) erro (%)
Analitico 1,637E-03 - - -
MEF 1,641E-03 -0,199 - -
Tabela 4.30 Valores maximos de u
Casca con. Placa circ.
Modelo
u max. (m) erro (%) u max. (m) erro (%)
Analitico -1,637E-03 - 5,552E-02 -
MEF -1,281E-03 -1,162 5,552E-02 -0,001
Tabela 4.31 Valores maximos de Momento
Casca con. Placa circ.
Modelo Z -
Ms max. o Mr max. o
(Nm/m) erro (%) (Nm/m) erro (%)
Analitico -2,709 E+05 - 3,356E+05 -

MEF -2,840 E+05 -4,829 3,340E+05 0,477
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Tabela 4.32 Valores maximos de Resultante de Tensée s

Casca con. Placa circ.
Modelo Z 7
Ns max. 0 Nr max. 0
(N/m) erro (%) (N/m) erro (%)
Analitico 1,091 E+00 - - i
MEF 1,092 E+00 0,091 - -

Em face da solicitacdo, sao originados esforcos de membrana ao longo do
dominio da casca cbnica, havendo momentos de flexdo apenas no entorno do apoio.
Em relacdo aos deslocamentos, predomina, nesta peca, a influéncia proveniente da
pressdo interna atuante. Os valores maximos para os referidos esforcos e

deslocamentos ocorrem no bordo inferior.

Em relacdo a placa circular, diferentemente da casca conica, a solicitacdo
interna atua como uma carga transversal e, consequentemente, causa esforgos de

flexdo e deslocamentos transversais em seu dominio.

Analisando-se as Tabelas 4.29 a 4.32, nota-se que nenhum dos erros
superou 5%, indicando acuracia na determinacdo dos resultados. A partir das
Figuras 4.29 a 4.33, observa-se 0 bom comportamento das curvas obtidas pelo MEF
em relacdo as das solugbes analiticas. Dessa forma, comprova-se novamente o
carater satisfatorio do uso da formulacdo numérica na andalise de estruturas

axissimétricas.

Em relacdo aos deslocamentos, a Figura 4.32 ilustra a situagéo deformada da
estrutura levando-se em conta os deslocamentos globais das trés pecas.

Uma observacéo deve ser feita em relacdo ao erro de - 4,829% referente ao
calculo do momento fletor médximo na casca coOnica (Tabela 4.31). O valor em
guestao corresponde a um momento negativo e, como se percebe através da Figura
4.29, ndo corresponde ao médulo maximo atuante, entretanto, foi 0 que apresentou

0 maior erro dentre os médulos méaximos, razdo pela qual foi utilizado.

Também como observacao, deve-se comentar que, neste exemplo, em vez do
padrdo MEF Il para a casca conica optou-se por uma discretizacdo uniforme, com

maior numero de elementos, e manteve-se satisfatoria a acuracia dos resultados.
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CAPITULO 5

Conclusoes e Propostas de Continuidade da

Pesquisa

A partir das andlises do Capitulo 4 e também de outros exemplos estudado,
mas ndo apresentados nesta dissetacao, observou-se o desempenho satisfatério da
formulacdo numérica desenvolvida, no que diz respeito a sua aplicacdo a problemas
de estruturas axissimétricas constituidas por pecas isoladas ou compatibilizadas. O
referido desempenho tornou-se evidenciado através da acurdcia percebida na

comparacao entre seus resultados e os valores analiticos de referéncia.

Nos problemas abordados no capitulo anterior, nota-se que nas cascas 0
efeito da flexdo ocorre no entorno dos apoios ou das proximidades do ponto de
contato entre pecas acopladas, efeito este decorrente da perturbacdo de bordo,
sendo valida a teoria de membrana ao longo do restante do dominio destas
estruturas. Levando-se em conta este comportamento estrutural, fez-se necessaria a
utilizacdo de discretizacbes com maior refino nestas regides particulares. Assim,
definiram-se geratrizes, representativas das estruturas axissimétricas, com malhas
nao-uniformes a fim de ndo ser utilizado um grande nimero de divisdes, 0 que
tenderia a aumentar o esforco computacional; para que se respeitasse a margem de

erro estabelecida no calculo de esfor¢os internos e deslocamentos.

De uma maneira geral, nos problemas que tratavam somente cascas
axissimétricas, foi necessario um maior numero de elementos finitos e a utilizacao de
malhas nao uniformes. Entretanto, nas placas axissimétricas, demonstrou-se
adequada a utilizacdo de uma discretizacado uniforme e com uma menor quantidade

de elementos.

Neste trabalho, deu-se énfase ao calculo dos esforcos internos, os quais
representam fundamental importancia para o dimensionamento estrutural. Dessa
forma, foram analisados qualitativa e quantitativamente, sendo possivel, inclusive,

observar os diferentes comportamentos da estrutura em face do tipo de solicitacdo e
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vinculagéo a ela imposta, ou seja, as regides de ocorréncia de regime de membrana

e dos efeitos de flexao.

Dessa forma, é alcancado o objetivo principal desta dissertacdo, que se define
como a demonstracdo do potencial da utilizacdo do MEF convencional na analise de
estruturas axissimétricas utilizando uma formulac@o baseada em um elemento finito

retilineo.
Para a continuidade desta pesquisa, apresentam-se como propostas:

e Comparacdo entre o desempenho da formulacdo com elemento finito
retilineo, abordada neste trabalho, e a formulagdo com elemento curvo, com énfase
na analise estrutural de cascas esféricas e elipticas.

» Estudar a viabilidade de utilizacdo da formulacdo apresentada, utilizando as
rotinas ja implementadas, para elaboracdo de uma formulagcdo numérica para o
dimensionamento de cascas e placas axissimétricas

 Implementacdo de rotinas para otimizacdo da discretizacdo, de maneira
automatica, tendo como base respostas analiticas preliminares de modo a reduzir o

esforco computacional e a complexidade do processo de analise estrutural.
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