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Resumo

Este trabalho aborda o problema de projeto de controladores adaptativos por
posicionamento de polos para plantas incertas, monovariáveis, lineares e invariantes
no tempo (LTI). A principal motivação deste trabalho é a aplicação dos esquemas
propostos a plantas de fase não-mı́nima, já que a abordagem de controle conhecida
como Controle Adaptativo por Modelo de Referência e Estrutura Variável (VS-
MRAC), que tem apresentado ao longo dos últimos anos resultados satisfatórios de
desempenho e robustez, é restrita a plantas de fase mı́nima. No primeiro esquema
apresentado, denominado Controle Adaptativo por Posicionamento de Polos e Es-
trutura Variável (VS-APPC), os parâmetros do controlador são calculados a cada
instante de tempo a partir das estimativas dos parâmetros da planta, que são geradas
por leis chaveadas baseadas na teoria dos Sistemas com Estrutura Variável (VSS),
e de um polinômio caracteŕıstico, escolhido com base em especificações de desem-
penho e que define a posição desejada para os polos de malha fechada. O segundo
esquema, denominado Controle Adaptativo Intervalar por Posicionamento de Polos
e Estrutura Variável (IVS-APPC), é projetado para plantas intervalares, ou seja,
plantas cujos parâmetros são desconhecidos mas limitados a intervalos conhecidos.
Neste projeto, os parâmetros do controlador são calculados da mesma forma que no
caso do VS-APPC, mas devem estar contidos em intervalos previamente calculados
por um algoritmo de otimização que busca solucionar um problema de Programação
Não-Linear, de forma a garantir que os polos de malha fechada permaneçam em
uma região convexa definida pelas ráızes de um polinômio caracteŕıstico intervalar,
cuja estabilidade é garantida pelo Teorema de Kharitonov. Resultados de simula-
ção são apresentados para ilustrar as propriedades dos esquemas propostos, como
por exemplo transitório rápido, sinal de controle suave sem filtragem e robustez a
variações paramétricas.

Palavras-chave: Controle Adaptativo Robusto, Posicionamento de Polos, Siste-
mas com Estrutura Variável, Plantas Intervalares, Teorema de Kharitonov, Sistemas
de Fase Não-Mı́nima.





Abstract

This work deals with the problem of designing adaptive pole placement control-
lers for uncertain, monovariable, linear and time-invariant (LTI) plants. The main
motivation of this work is the application of the proposed schemes to nonminimum
phase plants, since the control approach known as Variable Structure Model Refe-
rence Adaptive Control (VS-MRAC), which has presented over the last years satis-
factory performance and robustness results, is restricted to minimum phase plants.
In the first scheme presented, called Variable Structure Adaptive Pole Placement
Control (VS-APPC), the controller parameters are calculated at each instant of time
from the plant parameters estimates, which are generated by switching laws based
on the Variable Structure Systems (VSS) theory, and a characteristic polynomial,
chosen based on performance requirements and which defines the desired closed-loop
pole locations. The second scheme, called Interval Variable Structure Adaptive Pole
Placement Control (IVS-APPC), is designed for interval plants, i.e., plants whose
parameters are unknown but constrained within known intervals. In this design,
the controller parameters are calculated in the same way as the VS-APPC case, but
must be contained in intervals previously calculated by an optimization algorithm
that seeks to solve a Nonlinear Programming problem, so to ensure that the closed-
loop poles remain in a convex region defined by the roots of an interval characteristic
polynomial whose stability is guaranteed by Kharitonov’s Theorem. Simulation re-
sults are presented to illustrate the properties of the proposed schemes, such as
fast transient, smooth control signal without filtering and robustness to parametric
variations.

Keywords: Robust Adaptive Control, Pole Placement, Variable Structure Sys-
tems, Interval Plants, Kharitonov’s Theorem, Nonminimum Phase Systems.
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s - Superf́ıcie de chaveamento

ueq - Sinal de controle equivalente

θ∗β - Vetor dos coeficientes do numerador da planta (Z(s))

θ∗α - Vetor dos coeficientes do denominador da planta (R(s))

ψu - Vetor dos sinais associados à entrada da planta

ψy - Vetor dos sinais associados à sáıda da planta

θ∗ - Vetor dos parâmetros da planta

ψ - Vetor dos sinais associados à entrada e à sáıda da planta

Λ(s) - Polinômio Hurwitz de ordem n utilizado na construção de uma função ERP

λ - Vetor formado com os coeficientes de Λ(s)

W (s) - Função de transferência formada pelo inverso de Λ(s)

L(s) - Polinômio Hurwitz escolhido para tornar W (s)L(s) uma função ERP

φu - Vetor dos sinais associados à entrada da planta filtrados

φy - Vetor dos sinais associados à sáıda da planta filtrados

φ - Vetor dos sinais associados à entrada e à sáıda da planta filtrados

ŷ - Estimativa do sinal de sáıda da planta y

θ̂β - Vetor das estimativas dos coeficientes do numerador da planta

θ̂α - Vetor das estimativas dos coeficientes do denominador da planta

θ̂ - Vetor das estimativas dos parâmetros da planta

ε1 - Erro de estimação

θ̃β - Vetor diferença entre θ̂β e θ∗β

θ̃α - Vetor diferença entre θ̂α e θ∗α

θ̃ - Vetor diferença entre θ̂ e θ∗



ε - Vetor das variáveis de estado da representação de espaço de estado de W (s)L(s)

Ae - Matriz associada à representação de espaço de estado de W (s)L(s)

Be - Vetor associado à representação de espaço de estado de W (s)L(s)

Ce - Vetor associado à representação de espaço de estado de W (s)L(s)

Pe - Matriz definida positiva utilizada na representação do Lema de Kalman-Yakubovich-

Popov

Qe - Matriz definida positiva utilizada na representação do Lema de Kalman-Yakubovich-

Popov

Γ - Matriz de ganhos adaptativos

β̂i - Estimativa do coeficiente βi

β̄i - Amplitude do relé utilizado no cálculo de β̂i

βi,nom - Valor nominal de βi

α̂i - Estimativa do coeficiente αi

ᾱi - Amplitude do relé utilizado no cálculo de α̂i

αi,nom - Valor nominal de αi

Ẑ(s) - Polinômio estimado do numerador da função de transferência da planta

R̂(s) - Polinômio estimado do denominador da função de transferência da planta

P̂c(s) - Polinômio estimado do numerador da função de transferência do controlador

L̂c(s) - Polinômio estimado do denominador da função de transferência do contro-

lador

Âs - Matriz de Sylvester associada a Ẑ(s) e Qm(s)R̂(s)

x̂s - Vetor associado a L̂c(s) e P̂c(s)

γ̂i - Elemento i do vetor formado com os coeficientes de Qm(s)R̂(s)

x̂ - Vetor formado com os coeficientes de L̂c(s) e P̂c(s)

l̂i - Elemento i do vetor formado com os coeficientes de L̂c(s)

p̂i - Elemento i do vetor formado com os coeficientes de P̂c(s)

Eu - Consumo de energia



tmax - Tempo de simulação

β̂i(0) - Valor inicial da estimativa do coeficiente βi

α̂i(0) - Valor inicial da estimativa do coeficiente αi

ts - Tempo de estabilização (ou acomodação)

d - Perturbação aditiva

[θ∗β] - Vetor intervalar dos coeficientes de [Z(s)]

[θ∗α] - Vetor intervalar dos coeficientes de [R(s)]

[θ∗] - Vetor dos parâmetros da planta intervalar descrita por [G(s)]

βci - Valor central de [βi]

αci - Valor central de [αi]

[xs] - Vetor intervalar que descreve o controlador intervalar

S(ξ) - Função que representa a matriz de Sylvester associada a uma planta cujos

coeficientes formam o vetor ξ

V([σ]) - Conjunto de todos os vértices do vetor intervalar [σ]

[xint] - Vetor intervalar temporário na determinação de [xs]

Al - Matriz constrúıda com as combinações dos limitantes de [As] para a determi-

nação de [xs]

b−l - Vetor constrúıdo com os elementos de b−s para a determinação de [xs]

b+l - Vetor constrúıdo com os elementos de b+s para a determinação de [xs]

Af - Matriz constrúıda a partir da matriz Al

bf - Vetor constrúıdo a partir dos vetores b−l e b+l

xmin - Vetor temporário que determina o limitante inferior de [xs]

xmax - Vetor temporário que determina o limitante superior de [xs]

fmin - Função objetivo para determinar xmin

fmax - Função objetivo para determinar xmax

lb - Vetor limitante inferior da busca por [xs]

ub - Vetor limitante superior da busca por [xs]



[x] - Vetor intervalar contendo os limitantes para cada parâmetro do controlador

[Pc(s)] - Polinômio do numerador da função de transferência do controlador inter-

valar descrito por [x]

[Lc(s)] - Polinômio do denominador da função de transferência do controlador inter-

valar descrito por [x]

[li] - Elemento i do vetor intervalar formado com os coeficientes de [Lc(s)]

[pi] - Elemento i do vetor intervalar formado com os coeficientes de [Pc(s)]

Bc(s) - Polinômio central de [B(s)]

bc - Vetor formado com os coeficientes de Bc(s)

bcs - Vetor associado a Bc(s) no cálculo de x̂s



Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Apresentação

Em muitos casos, a planta a ser controlada apresenta complexidade e os processos
f́ısicos básicos nela presentes não são completamente entendidos, possuindo muitas
vezes parâmetros incertos constantes ou variando lentamente. Por exemplo, robôs
manipuladores podem carregar objetos grandes com parâmetros inerciais desconhe-
cidos. Sistemas de potência podem ser submetidos a grandes variações nas condições
de carga. Portanto, as técnicas de projeto de controle necessitam da adição de uma
técnica de estimação de parâmetros, visando obter progressivamente um melhor
entendimento da planta a ser controlada. É assim intuitivo agregar estimação de
parâmetros e controle. Frequentemente, os dois passos são feitos separadamente. Se
a estimação de parâmetros é recursiva, isto é, o modelo da planta é periodicamente
atualizado com base em estimativas anteriores e novos dados, estimação e controle
podem ser executados concorrentemente (Sastry & Bodson 1989). O controle de
modelos de plantas desconhecidos ou parcialmente conhecidos é objeto de estudo da
área de sistemas de controle adaptativo.

Falar sobre controladores adaptativos é se referir a controladores que mudam
seu comportamento conforme novas circunstâncias. Técnicas de controle adaptativo
têm sido cada vez mais usadas em sistemas de controle industriais. Entretanto,
apesar do crescimento significativo na literatura da teoria de controle adaptativo ro-
busto nos últimos anos, muitas áreas deste campo ainda precisam ser investigadas.
Robustez num algoritmo de controle se refere a se manter um sistema em malha fe-
chada estável mesmo na presença de perturbações externas, variações paramétricas,
não-linearidades e dinâmicas não-modeladas. Estabilidade e desempenho são duas
caracteŕısticas fundamentais no projeto, análise e avaliação de sistemas de controle.

A estabilidade significa que na ausência de excitação externa, todos os sinais
do sistema decaem para zero. A estabilidade do sistema em malha fechada é um
requisito absoluto já que a sua ausência causa o crescimento ilimitado de sinais, in-
clusive podendo destruir a planta que se deseja controlar. Isso é o que acontece, por
exemplo, quando um avião falha ou um satélite gira fora de controle. Em diversas
aplicações a planta em malha aberta é instável e a tarefa do controle por realimenta-
ção é estabilizar o sistema. Portanto, é de fundamental importância que os sistemas
de controle sejam projetados de modo que a estabilidade seja preservada na pre-
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sença de vários tipos de incertezas. Esta propriedade é conhecida como estabilidade
robusta (Bhattacharyya et al. 1995).

O desempenho de um sistema geralmente refere-se a sua habilidade para seguir
rigorosamente sinais de referência e rejeitar perturbações. Um sistema de controle
bem projetado deve ser capaz de seguir todos os sinais de referência pertencentes a
uma classe de sinais, sem erro excessivo, mesmo com vários tipos de incertezas. Em
outras palavras, o desempenho do sistema no pior caso do conjunto de incertezas
deve ser aceitável. Essa caracteŕıstica do sistema é referida como desempenho robusto
(Bhattacharyya et al. 1995).

Modelos lineares invariantes no tempo (Linear Time Invariant - LTI) tratados
na prática normalmente são aproximações feitas para simplificar o projeto e a análise
de sistemas complexos. Na verdade, a maioria dos sistemas reais são não-lineares e
um modelo LTI pode ser obtido pela fixação de um ponto de operação e pela lineari-
zação das equações relacionadas a esse ponto. Conforme o ponto de operação muda,
os parâmetros da correspondente aproximação linear também mudam. Portanto,
existe incerteza significativa sobre o verdadeiro modelo da planta, e nesse caso é
necessário que o controlador seja projetado para estabilizar o sistema considerando
a faixa inteira de variações esperadas nos parâmetros da planta. Além disso, outras
perturbações importantes mas menos estruturadas do modelo da planta devem tam-
bém ser toleradas sem interferir na estabilidade do sistema em malha fechada. Essas
perturbações não estruturadas surgem geralmente ao truncar um modelo complexo
pela manutenção de alguns dos modos dominantes, que normalmente se encontram
na faixa de baixa frequência (Bhattacharyya et al. 1995). Portanto, incerteza de-
sestruturada é geralmente operacional em uma faixa de alta frequência. Como foi
dito anteriormente, a tolerância a esses tipos de incerteza é qualitativamente um
problema de estabilidade robusta.

O final dos anos 70 e o ińıcio dos anos 80 testemunharam o desenvolvimento
de um grande número de resultados de estabilidade em controle adaptativo para
sistemas LTI, embora ainda sob muitas hipóteses restritivas como, por exemplo, a
ausência de erros de modelagem (Landau 1979, Egardt 1979, Morse 1980, Narendra
et al. 1980). A motivação inicial destes controladores adaptativos era a necessidade
de se trabalhar com incertezas paramétricas. Uma caracteŕıstica comum a vários
desses primeiros trabalhos é que os sistemas a serem controlados são supostamente
de fase mı́nima, ou seja, com zeros com parte real negativa. A investigação da
necessidade das hipóteses colocadas nos primeiros trabalhos desencadeou novas e
interessantes pesquisas no que se refere à robustez de controladores adaptativos,
assim como em controladores que fossem universalmente estabilizantes. Posterior-
mente, foi demonstrado que um controlador adaptativo projetado para a situação
ideal poderia apresentar instabilidade na presença de erros de modelagem e per-
turbações (Rohrs et al. 1982, Ioannou & Kokotovic 1983). Desde então, muito
esforço tem sido realizado em direção ao desenvolvimento e à aplicação prática de
esquemas de controle adaptativo robustos, ou seja, esquemas de controle adapta-
tivo que possam reter certas propriedades de estabilidade na presença de uma larga
classe de erros de modelagem (Ioannou & Kokotovic 1984, Praly 1984, Ioannou &
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Tsakalis 1986, Kreisselmeier 1986, Ioannou & Sun 1988, Middleton et al. 1988, Na-
rendra & Annaswamy 1989). Assegurar a estabilidade do sistema é garantir que
todos os seus sinais permaneçam limitados, independentemente da presença de in-
certezas não levadas em consideração no projeto. Neste sentido, os diversos resulta-
dos empregam diferentes modificações de robustez e diferentes métodos de análise,
com diferenças substanciais. Entretanto, os resultados de Ioannou & Sun (1988)
revelaram que a chave para uma análise unificada de esquemas de controle adapta-
tivo robusto recai em primeiro analisar as propriedades da lei adaptativa robusta,
independentemente da estrutura do controlador a ser usada, e então combinar lei
adaptativa e controlador usando o prinćıpio de equivalência à certeza (Egardt 1979),
que supõe que se as estimativas dos parâmetros convergem para os valores verda-
deiros, o desempenho do controlador adaptativo tende ao obtido no caso em que os
parâmetros são conhecidos.

O problema de estabilidade sob largas incertezas paramétricas começou a ser es-
tudado com o advento do Teorema de Kharitonov (Kharitonov 1979), que mostrou
que a estabilidade Hurwitz de uma famı́lia de polinômios de grau fixo mas arbitrá-
rio poderia ser verificada checando-se somente a estabilidade de quatro polinômios
vértices prescritos. Essa famı́lia pode ser representada por um polinômio interva-
lar, que tem a forma de um polinômio fixo, mas seus coeficientes são na verdade
intervalos fechados, ou seja, um polinômio intervalar representa uma famı́lia infinita
de polinômios cujos coeficientes pertencem a intervalos conhecidos. Uma planta é
denominada planta intervalar quando um ou mais de seus coeficientes são intervalos
fechados. O resultado do Teorema de Kharitonov é extremamente atraente porque a
tarefa aparentemente imposśıvel de verificar a estabilidade de um conjunto infinito
de polinômios poderia ser agora executada simplesmente usando as condições Routh-
Hurwitz para apenas quatro polinômios. Esse teorema fez ressurgir o interesse no
estudo de estabilidade robusta mediante incertezas paramétricas reais. Diversos tra-
balhos foram desenvolvidos nas últimas décadas buscando investigar e aperfeiçoar
o que foi comprovado por Kharitonov (Soh et al. 1985, Bartlett et al. 1988, Bier-
nacki et al. 1987, Chapellat & Bhattacharyya 1989, Chapellat et al. 1991, Smagina
& Brewer 2002, Franze et al. 2006). Além disso, diversas soluções computacionais
e resultados relevantes da teoria de equações intervalares lineares têm dado suporte
e permitido a construção de controladores robustos para plantas intervalares sem
muita dificuldade (Oettli 1963, Moore 1979, Rohn 1989, Neumaier 1990, Hansen
1992, Jaulin et al. 2001). A Análise Intervalar tem se tornado uma ferramenta bas-
tante útil para tratar diversos problemas importantes na área de sistemas de controle,
o que se confirma com o crescente número de publicações nos últimos anos (Chen &
Wang 2000, Bondia et al. 2004, Khadraoui et al. 2012, Rauh et al. 2014, Banerjee
et al. 2015, Krebs et al. 2016).

A identificação de parâmetros na qual a lei de controle se baseia dá origem a
duas abordagens para o controle adaptativo. Na primeira, denominada controle
adaptativo direto, o modelo da planta é parametrizado em função dos parâmetros do
controlador, os quais são ajustados diretamente, sem cálculos intermediários envol-
vendo as estimativas de parâmetros da planta. Na segunda abordagem, denominada
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controle adaptativo indireto, os parâmetros da planta são estimados e então utiliza-
dos para calcular os parâmetros do controlador.

Embora a melhoria do comportamento transitório de controladores adaptativos
tenha evolúıdo ao longo do tempo, em algumas aplicações os resultados obtidos por
sistemas puramente adaptativos podem não ser satisfatórios, devido às oscilações de-
pendentes das condições iniciais, ao sobressinal caracteŕıstico e à lenta convergência,
notadamente quando se usa algum tipo de normalização. O projeto de controlado-
res adaptativos que fornecessem um transitório rápido tornou-se, assim, de grande
interesse.

Na época dos primeiros trabalhos de controle adaptativo, devido muitos auto-
res apresentarem soluções restritas a sistemas de fase mı́nima, estratégias de Con-
trole Adaptativo por Posicionamento de Polos (Adaptive Pole Placement Control -
APPC) foram apresentadas como alternativas para sistemas de fase não-mı́nima,
ou seja, sistemas que apresentam zeros com parte real positiva. Apesar dessas
estratégias serem desenvolvidas tradicionalmente utilizando a abordagem indireta,
alguns trabalhos foram desenvolvidos inicialmente utilizando a abordagem direta
(Aström 1980, Elliott 1982), embora a questão da estabilidade global permane-
cesse aberta. Mas no trabalho de Elliott et al. (1985) foram propostos esquemas
de controle adaptativo por posicionamento de polos direto e indireto que tornam
um sistema em malha fechada globalmente estável quando o sinal de referência
externo consiste de uma soma de senoides, ou seja, um sinal persistentemente exci-
tante (PE) (Narendra & Annaswamy 1987, Narendra & Annaswamy 1989, Sastry
& Bodson 1989).

Muitos processos industriais são conhecidos por exibir um atraso de transporte
em suas funções de transferência. É também conhecido que os efeitos de tais atrasos
podem ser frequentemente aproximados pela alocação de um zero da função de trans-
ferência no semiplano direito. Isso normalmente resulta em um projeto insatisfatório
de controladores lineares para estas plantas, já que um dos ramos do root locus se
ramifica em direção aos zeros do semiplano direito. Sistemas com pelo menos um
zero no semiplano direito são conhecidos como sistemas de fase não-mı́nima. O con-
trole de tais sistemas permanece um importante problema, tanto no que diz respeito
a sistemas lineares como não-lineares. É fato conhecido que os zeros da função de
transferência podem afetar o regime transitório da resposta ao degrau. Durante as
últimas décadas, muitas contribuições teóricas têm sido feitas no sentido de esclarecer
a influência dos zeros e das localizações de polos e zeros da planta no regime transitó-
rio, assim como buscar estender a aplicabilidade de esquemas de controle adaptativo
também para sistemas de fase não-mı́nima, já que vários destes sistemas apresen-
tam dificuldade para aplicação de estratégias de controle, devido em alguns casos
terem resposta inicial inversa para entrada degrau (undershoot) e direção oposta ao
estado estável (Freudenberg & Looze 1985, Vidyasagar 1986, Kahne 1990, Looze &
Freudenberg 1991, El-Khoury et al. 1993, de la Barra 1994, Bernstein 2002, Hoagg &
Bernstein 2004, Hoagg & Bernstein 2007). A presença de zeros no semiplano direito
em uma função de transferência é portanto identificada como sendo responsável por
seu comportamento dinâmico dif́ıcil, o que tem como consequência a dificuldade em
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se projetar determinados tipos de controladores. Um outro aspecto no que se refere
a controlar um processo com zeros no semiplano direito é o problema da instabili-
dade, que surge na obtenção de alto desempenho quando o controlador contém um
modelo inverso ao do processo.

O estudo de estratégias adaptativas por posicionamento de polos não ficou res-
trito a sistemas monovariáveis (Single-Input Single-Output - SISO), alvo dos tra-
balhos citados anteriormente. Utilizando estas estratégias, no ińıcio dos anos 80,
foram apresentadas soluções que tratam com o problema multivariável (Multiple-
Input Multiple-Output - MIMO) (Elliott & Wolovich 1981, Pernebo 1981, Brockett
& Byrnes 1981, Wolovich 1985). Nessa mesma linha, posteriormente, no trabalho
de Das (1985), foi apresentada a prova de estabilidade global de um controlador
adaptativo por posicionamento de polos direto.

Diversos autores têm apresentado soluções para tornar algoritmos adaptativos
por posicionamento de polos robustos, para serem aplicados a sistemas SISO LTI.
No trabalho de Aström (1988), é apresentado um controlador adaptativo indireto
robusto onde as especificações são dadas em termos de polos e zeros desejados, uti-
lizando o método dos mı́nimos quadrados para a estimação dos parâmetros. O tra-
balho apresentado por Das et al. (1990) traz uma abordagem que pode ser aplicada
a sistemas com larga faixa de incertezas paramétricas. Neste projeto um observador
robusto é utilizado para os estados do sistema. Vários trabalhos apresentaram esque-
mas robustos a perturbações limitadas (Das & Cristi 1990), sendo aplicados inclusive
a sistemas de fase não-mı́nima (Lozano-Leal et al. 1985, Suárez & Lozano 1996). No
trabalho apresentado por Giri et al. (1989), é apresentado um esquema também apli-
cável a sistemas de fase não-mı́nima que é robusto não só a perturbações limitadas,
mas também a dinâmica não-modelada. O trabalho de Kim et al. (1991) propõe um
controlador adaptativo direto aplicável a sistemas de fase não-mı́nima, usando o mé-
todo direto de Lyapunov, que garante estabilidade global quando uma determinada
faixa de valores iniciais para parâmetros auxiliares é atendida. O método direto
de Lyapunov é muito usado no projeto de controladores adaptativos diretos para
sistemas de fase mı́nima. No trabalho de Lozano-Leal & Goodwin (1985) é apresen-
tado um controlador globalmente estável, sem a necessidade de um sinal PE. Outros
trabalhos trataram de robustez utilizando algoritmos de posicionamento de polos
aplicados a sistemas lineares variantes no tempo (Giri et al. 1990, Li & Chen 1996).

Em contraste à maioria dos controladores adaptativos, o Controle por Estru-
tura Variável (Variable Structure Control - VSC) emprega funções de controle não-
lineares (Zinober 1993) e pode ser usado para gerar um sinal de controle a partir de
um mecanismo de chaveamento paramétrico, não havendo adaptação paramétrica
expĺıcita. Ao longo dos anos, a teoria de Sistemas com Estrutura Variável (Variable
Structure Systems - VSS) (Utkin 1977) tem sido bastante utilizada no tratamento
de problemas de sistemas de controle, principalmente na forma conhecida como
Controle por Modos Deslizantes (Sliding Mode Control - SMC). Neste método, as
funções de chaveamento das variáveis de controle devem ser projetadas de modo a
restringir a dinâmica do sistema a uma superf́ıcie chamada superf́ıcie deslizante. Os
VSS têm como principais caracteŕısticas a rapidez do transitório e a robustez a vari-
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ações paramétricas e perturbações, dentro de uma faixa de tolerância estipulada no
projeto. Em contrapartida, possuem alguns aspectos a considerar, como o alto valor
do sinal de controle inicial e o chaveamento do sinal de controle em alta frequência,
fenômeno denominado chattering. Se a frequência de chaveamento não for suficien-
temente grande, o desempenho do sistema é degradado por erros não despreźıveis
na sáıda e podem ocorrer perdas indesejáveis de potência em circuitos elétricos ou
desgaste em partes mecânicas, como engrenagens. Os VSS tiveram origem no es-
tudo dos controladores a relé e baseiam-se no chaveamento das variáveis de controle
dentro de um conjunto de funções das variáveis de estado do sistema de acordo com
uma dada regra, o que impõe para este método o conhecimento de todas as variáveis
de estado do sistema, o que nem sempre é posśıvel. A medição do estado do sistema
nem sempre é viável devido a aspectos técnicos ou econômicos como, por exemplo,
a impossibilidade de instalação ou de construção de alguns sensores e o custo de sis-
temas de comunicação entre os mesmos e o controlador. Mesmo que todo o estado
fosse dispońıvel, as medidas seriam tipicamente corrompidas por rúıdo. O efeito de
chattering pode ser reduzido através da introdução de uma região linear na função
de chaveamento (função relé) (Araújo 1993, Hsu et al. 1994) e/ou usando um filtro
de sáıda no sinal de controle (Hsu 1990, Peixoto et al. 2002).

Algumas estratégias propostas enfocam a possibilidade de combinar VSC e con-
trole adaptativo, para melhorar a robustez e o desempenho dos esquemas de con-
trole resultantes. Integrando-se duas ou mais técnicas distintas, é posśıvel obter
bons resultados, já que se explora o que cada técnica tem de melhor. Seguindo esse
conceito, foi proposto o Controlador Adaptativo por Modelo de Referência e Estru-
tura Variável (Variable Structure Model Reference Adaptive Control - VS-MRAC)
(Hsu & Costa 1989), onde leis chaveadas são utilizadas em substituição às leis adap-
tativas integrais (Narendra & Valavani 1978) do Controle Adaptativo por Modelo
de Referência (Model Reference Adaptive Control - MRAC) e somente a entrada e
a sáıda são mensuráveis. O VS-MRAC apresentou resultados interessantes de ro-
bustez a variações paramétricas, assim como a perturbações externas e a dinâmica
não-modelada, além de um bom desempenho transitório (Hsu & Costa 1992). Em
geral, o MRAC possui um transitório lento e oscilatório.

Desde o trabalho de Hsu & Costa (1989), vários desenvolvimentos têm sido rea-
lizados e o VS-MRAC já foi aplicado a sistemas lineares e não-lineares SISO (Hsu
et al. 1994, Min & Hsu 2000), bem como a sistemas lineares e não-lineares MIMO
(Cunha et al. 2003, Hsu et al. 2003). Recentemente, outros trabalhos tiveram como
base o VS-MRAC original para propor melhorias ao projeto, mantendo sua robus-
tez e seu desempenho rápido. O Controlador Adaptativo Indireto por Modelo de
Referência e Estrutura Variável (Indirect Variable Structure Model Reference Adap-
tive Controller - IVS-MRAC), dentre outras caracteŕısticas, tem um projeto com
menor complexidade que o caso direto (Oliveira & Araújo 2008). O Controlador em
Modo Dual Adaptativo Robusto (Dual Mode Adaptive Robust Controller - DMARC)
propõe uma transição entre os controladores VS-MRAC e MRAC, de maneira a se
conseguir um sistema robusto, com desempenho rápido e pouco oscilatório e um si-
nal de controle suave em regime permanente (Cunha et al. 2009). Já o Controlador



1.2. JUSTIFICATIVA 7

em Modo Dual Adaptativo Robusto Indireto (Indirect Dual Mode Adaptive Robust
Controller - IDMARC) é motivado pelas caracteŕısticas apresentadas pelo projeto
do IVS-MRAC e propõe uma versão indireta do DMARC (Teixeira et al. 2013).

1.2 Justificativa

O objetivo do VS-MRAC e do MRAC, que derivam do Controle por Modelo
de Referência (Model Reference Control - MRC), é encontrar a lei de controle por
realimentação que muda a estrutura e a dinâmica da planta de maneira que suas
propriedades de entrada e sáıda sejam exatamente as mesmas de um modelo de
referência (Ioannou & Sun 1996). A função de transferência de matching, que é a
condição matemática necessária para que a planta se comporte como o modelo de
referência, é conseguida pelo cancelamento dos zeros da função de transferência da
planta G(s) e pela sua substituição pelos zeros da função de transferência do modelo
Wm(s), através do uso de um controlador por realimentação. O cancelamento dos
zeros da planta coloca a restrição de que a planta seja de fase mı́nima, ou seja, tenha
zeros no semiplano esquerdo. Se algum zero da planta é instável, seu cancelamento
pode facilmente levar a sinais ilimitados.

Tanto o MRAC, como o VS-MRAC e os demais projetos baseados na abordagem
por modelo de referência são restritos a sistemas de fase mı́nima. O requerimento
do sistema ser de fase mı́nima nos projetos do MRAC e do VS-MRAC cai em dois
aspectos destes projetos. Primeiro, ele permite o uso de metodologias lineares de
projeto onde os zeros do processo são cancelados pelos polos de malha fechada.
Isto leva ao uso de estruturas diretas ou impĺıcitas de controle adaptativo onde
os parâmetros do controlador são diretamente estimados dos dados de entrada e
sáıda. Segundo, o requerimento de fase mı́nima assegura que a parte própria da
função de transferência do processo tem um inverso estável. Isto é usado na prova
de estabilidade para estes projetos já que permite a conclusão de que a entrada do
processo não cresce mais rapidamente que a sáıda ou, equivalentemente, de que a
entrada não cresce mais rapidamente que o sinal de erro usado para o ajuste dos
parâmetros. Muitos pesquisadores acreditaram que a hipótese de que os sistemas
fossem de fase mı́nima era necessária para que existisse uma solução estável em
controle adaptativo. A hipótese, entretanto, é muito restritiva já que na prática ela
é violada em muitos sistemas. Por exemplo, a aproximação de atrasos no tempo,
frequentemente encontrada em processos qúımicos e outros processos industriais,
leva a modelos de sistemas com zeros no semiplano direito. Ou ainda, uma simples
Aproximação de Padé de primeira ordem de um atraso no tempo resulta em zeros
no semiplano direito para sistemas reais, tais como um modelo de primeira ordem
com atraso de transporte (First Order Plus Dead-Time - FOPDT). Este fato é ainda
mais realçado para largas variações paramétricas, como por exemplo no controle de
ńıvel de água ao longo de canais de irrigação, apresentado por Feliu-Batlle et al.
(2011). Para este problema, o modelo de segunda ordem com atraso de transporte

K
(T1s+1)(T2s+1)

e−τs foi considerado, com cada parâmetro contido em um intervalo largo:
0.01 ≤ K ≤ 0.1; 500s ≤ T1 ≤ 15000s; 10s ≤ T2 ≤ 300s e 300s ≤ τ ≤ 360s.



8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Portanto, motivado pelos resultados satisfatórios obtidos pelo VS-MRAC e suas
versões ao longo das últimas décadas, além das caracteŕısticas de robustez e desem-
penho herdadas pela adição de prinćıpios dos VSS, este trabalho apresenta esquemas
de controle adaptativo com estrutura variável como alternativas para plantas de fase
não-mı́nima, visando dessa forma identificar caracteŕısticas, peculiaridades e dificul-
dades do projeto para essa classe de sistemas, assim como similaridades com o pro-
jeto do VS-MRAC, já que são abordagens que utilizam leis de controle adaptativas
com estrutura variável.

Dadas as dificuldades em se controlar sistemas de fase não-mı́nima, alguns tra-
balhos têm procurado combinar técnicas já existentes, recentes ou não, com técnicas
com estrutura variável, cujas caracteŕısticas de robustez já são comprovadas, para
tratar com tais sistemas. No trabalho de Bartolini & Ferrara (1992) é apresentada
uma abordagem combinando o VSC e o MRC. O esquema de controle resultante
resolve um problema de posicionamento de polos na presença de sistemas de fase
não-mı́nima incertos, e é caracterizado por um compensador fixo de primeira ordem
simples colocado em paralelo ao sistema que se deseja controlar. No trabalho de
Yeung et al. (1993), uma teoria é apresentada unificando o controlador por modos
deslizantes e um controlador clássico, onde medições de estado não são requeridas.
Nesta abordagem, uma vez que o sistema alcança a superf́ıcie de deslizamento, a
função de transferência do controlador clássico é concretizada. No trabalho de An-
tic & Dimitrijevic (1998), um controlador por estrutura variável é projetado usando
lógica fuzzy, com o objetivo principal de ser aplicado a sistemas de fase não-mı́nima.
Nesta abordagem, o controlador fuzzy é projetado baseado em regras lingúısticas
que são formuladas matematicamente.

O problema de controle de sistemas de fase não-mı́nima não é restrito apenas
a sistemas cont́ınuos no tempo. A discretização de sistemas cont́ınuos no tempo
frequentemente produz zeros no semiplano direito, mesmo que o sistema original
tenha zeros no semiplano esquerdo (Aström et al. 1984). Neste campo, várias so-
luções foram apresentadas no que se refere a perturbações (Lu & Yahagi 1993) e
dinâmica não-modelada (Lu et al. 2003), assim como esquemas de controle adap-
tativo tradicionais (Shafiq et al. 1996) e controle com estrutura variável (Ting
et al. 2006, Iskrenovic-Momcilovic et al. 2006).

1.3 Contribuições

Esta tese tem como contribuição principal apresentar o projeto de dois esquemas
de controle adaptativo por posicionamento de polos, aplicáveis a plantas incertas,
SISO, LTI, de ordem e grau relativo quaisquer, sejam de fase mı́nima ou não-mı́nima,
buscando agregar as caracteŕısticas dos sistemas com estrutura variável para garantir
robustez a variações paramétricas e desempenho satisfatório, já que os parâmetros
desconhecidos da planta são estimados através de leis chaveadas, oriundas da teoria
de relés (Utkin 1977), substituindo as leis adaptativas integrais convencionais do
APPC (método do gradiente, mı́nimos quadrados, etc.), assim como foi feito no
VS-MRAC em relação ao projeto do MRAC.
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O esquema denominado Controle Adaptativo por Posicionamento de Polos e Es-
trutura Variável (Variable Structure Adaptive Pole Placement Control - VS-APPC)
foi apresentado em trabalhos anteriores tanto no caso de sistemas de primeira or-
dem (Silva Junior et al. 2004a, Silva Junior et al. 2004b, Silva Junior et al. 2011a)
como em sistemas de ordem superior (Silva Junior & Araújo 2005, Silva Junior
& Araújo 2006a), e obteve sucesso em sua implementação prática (Silva Jr. &
Araújo 2005, Silva Junior & Araújo 2006b, Ribeiro et al. 2006, Silva Junior &
Araújo 2007). Esta técnica é derivada do APPC e foi motivada pelo sucesso ob-
tido com o VS-MRAC. A ideia do VS-APPC, apresentado nesta tese, é que, além
de agregar ao projeto as caracteŕısticas presentes em outros controladores com es-
trutura variável, ele possa ser aplicado a sistemas de fase não-mı́nima, já que não
envolve o cancelamento de zeros e polos. Isso torna o controlador aplicável a uma
larga classe de sistemas SISO LTI. Conforme será visto posteriormente, o projeto
do VS-APPC é simples e pode ser aplicado da mesma forma a qualquer planta,
independentemente do seu grau relativo.

O outro esquema apresentado nesta tese é denominado Controle Adaptativo In-
tervalar por Posicionamento de Polos e Estrutura Variável (Interval Variable Struc-
ture Adaptive Pole Placement Control - IVS-APPC) (Silva Junior & Araújo 2016,
Silva Junior et al. 2016) e seu projeto é baseado no VS-APPC. Entretanto, é aplicá-
vel a plantas intervalares, ou seja, plantas cujos parâmetros são desconhecidos mas
limitados a intervalos conhecidos, e tem como objetivo posicionar os polos de malha
fechada em uma região definida pelas ráızes de um polinômio caracteŕıstico interva-
lar, cuja estabilidade é garantida pelo Teorema de Kharitonov. Para alcançar esse
objetivo, um algoritmo de otimização determina coeficientes intervalares para a lei de
controle através da formulação de um problema de Programação Não-Linear. Com
os coeficientes da lei de controle limitados às correspondentes faixas encontradas, o
posicionamento de polos regional é garantido, mesmo que haja variações paramétri-
cas dentro dos intervalos conhecidos da planta. O projeto do IVS-APPC, incluindo o
algoritmo de determinação do controlador intervalar, é mais uma contribuição desta
tese.

As leis chaveadas do VS-APPC são derivadas das leis tradicionais de adapta-
ção para os parâmetros da planta do APPC (Ioannou & Sun 1996), e levam a um
dimensionamento mais intuitivo para as amplitudes dos relés, uma vez que estão
relacionadas aos parâmetros da planta, os quais possuem incertezas mais facilmente
conhecidas do que numa abordagem direta, visto que são associados a parâmetros
f́ısicos do sistema (parâmetros nominais da planta), como coeficientes de atrito, re-
sistências, capacitâncias, momentos de inércia, etc. A necessidade de limitantes para
os parâmetros do controlador no caso direto (uma desvantagem do VS-MRAC) foi
suprimida pela abordagem indireta do controlador supracitado. Em sistemas de or-
dem elevada, o processo de obtenção destes limitantes pode se tornar uma tarefa
longa e cansativa, em virtude das complexas e indispensáveis equações de matching
envolvidas.
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1.4 Notações e Definições

• Um intervalo real fechado é representado como [a] = [a−, a+], onde a− é o
limitante inferior e a+ é o limitante superior.
• O centro ou valor nominal de [a] é representado como ac = 1

2
(a+ +a−) e o raio

de [a] é representado como ar = 1
2
(a+ − a−).

• Para um polinômio A(s) de grau n, [A(s)] representa o polinômio intervalar
correspondente de A(s), ou seja, cada coeficiente intervalar [ai] de [A(s)] con-
tém o coeficiente correspondente ai de A(s), e, portanto, pode-se dizer que
ai ∈ [ai] para i = 0, 1, . . . , n, e A(s) ∈ [A(s)].
• Uma matriz intervalar é definida como [A] = {[aij]}, onde [aij] = [a−ij, a

+
ij], para

cada i, j, ou como [A] = [A−, A+] = {A : A− ≤ A ≤ A+}, onde A− =
{

[a−ij]
}

e A+ =
{

[a+ij]
}

.

• As matrizes centro e raio de [A] são dadas respectivamente por Ac = 1
2
(A+ +

A−) e Ar = 1
2
(A+ − A−), e, consequentemente, [A] = [Ac − Ar, Ac + Ar].

• Dado um vetor intervalar [σ] ∈ Rn, V([σ]) denota o conjunto de todos os 2n

vértices de [σ]. Portanto, cada elemento i do vértice vj ∈ V([σ]) é o limitante
inferior ou superior do coeficiente [σi], para i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , 2n.

1.5 Organização do Texto

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

• O Caṕıtulo 2 apresenta o projeto de duas abordagens para o controle por
posicionamento de polos. Na primeira, a lei de controle considera que os pa-
râmetros da planta são conhecidos exatamente. Na segunda, a lei de controle
é projetada para uma planta intervalar, ou seja, uma planta cujos coeficien-
tes são incertos, mas pertencem a intervalos fechados conhecidos. Estas duas
abordagens são a base para o projeto de um controlador adaptativo por po-
sicionamento de polos, seja utilizando leis adaptativas integrais para estimar
os parâmetros desconhecidos da planta, como acontece no caso do APPC, seja
utilizando leis chaveadas, como é o caso das estratégias apresentadas nesta
tese.
• O Caṕıtulo 3 descreve os sistemas com estrutura variável, apresentando o

controle por modos deslizantes convencional.
• O Caṕıtulo 4 apresenta o projeto de leis adaptativas considerado para os es-

quemas de controle propostos nesta tese. A abordagem apresentada pode ser
combinada com diversos tipos de controladores adaptativos. A prova de con-
vergência da sáıda do modelo estimado da planta para o modelo real da planta
quando leis chaveadas são utilizadas também é apresentada.
• O Caṕıtulo 5 apresenta o projeto do VS-APPC, com a descrição de cada

etapa do projeto com base nos caṕıtulos anteriores e resultados de simulação
comparando o esquema apresentado com o APPC, quando aplicados a plantas
de fase não-mı́nima.
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• O Caṕıtulo 6 apresenta o projeto do IVS-APPC, que deriva do projeto do
VS-APPC, mas se diferencia pelo objetivo de posicionar os polos de malha
fechada em uma região definida pelas ráızes de um polinômio caracteŕıstico
intervalar. Este objetivo é alcançado graças à determinação prévia de uma
lei de controle intervalar por meio de um algoritmo de otimização, que busca
solucionar um problema de Programação Não-Linear. Resultados de simulação
são apresentados comparando VS-APPC e IVS-APPC, quando aplicados a
plantas de fase não-mı́nima.
• O Caṕıtulo 7 apresenta algumas conclusões, perspectivas deste trabalho e fu-

turas pesquisas.
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Caṕıtulo 2

Controle por Posicionamento de
Polos

2.1 Introdução

O Controle por Posicionamento de Polos (Pole Placement Control - PPC) é uma
estratégia de controle bastante tradicional na literatura por apresentar resultados
satisfatórios em malha fechada, tanto no transitório como em regime permanente,
quando aplicada a plantas LTI. É uma estratégia de controle que muda o posicio-
namento dos polos da planta e não envolve cancelamentos de zeros e polos, o que
permite sua aplicação a plantas de fase mı́nima e não-mı́nima. Vários requisitos
de desempenho podem ser satisfeitos usando realimentação dinâmica da sáıda para
posicionar adequadamente os polos de malha fechada no plano complexo. Conforme
apresentado por Astrom & Wittenmark (1997) e Chen (1999), a solução para o PPC
clássico pode ser reduzida sob condições apropriadas à solução de uma Equação Dio-
fantina, cuja formulação matricial tem a forma de um sistema linear do tipo Ax = b,
onde A é a matriz de Sylvester associada com um sistema particular, x é o vetor que
agrupa os parâmetros do controlador a ser projetado e b é o vetor dos coeficientes
de um polinômio caracteŕıstico, escolhido para definir a posição dos polos de malha
fechada. Por outro lado, as caracteŕısticas de robustez do PPC dependem do conhe-
cimento preciso do modelo da planta dispońıvel, e, portanto, da escolha dos polos
de malha fechada (Horowitz 1963). Para sistemas incertos, a escolha arbitrária dos
polos de malha fechada pode resultar em um projeto com desempenho insatisfatório
(Soh et al. 1987).

Diversas leis de controle podem ser desenvolvidas para alcançar o objetivo do
PPC, como, por exemplo, o método por variáveis de estado, que usa um observador
de estado e realimentação por variáveis de estado, e o Controle Linear Quadrático
(Linear Quadratic Control - LQC), que usa uma técnica de otimização para projetar
o sinal de controle, que garante limitação e regulação do sinal de sáıda da planta
ou erro de rastreamento nulo por minimizar uma certa função de custo que reflete
o desempenho do sistema em malha fechada (Ioannou & Sun 1996). Neste trabalho
é abordado o método polinomial para a lei de controle, que vem sendo utilizado nos
trabalhos anteriores que tratam do VS-APPC (Silva Junior & Araújo 2005, Silva
Junior & Araújo 2006a, Silva Junior et al. 2013, Silva Junior & Araújo 2016, Silva
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Junior et al. 2016) e apresenta projeto mais simples e intuitivo que os projetos supra-
citados, principalmente no que diz respeito à solução dos parâmetros do controlador
em cada instante de tempo, conforme será apresentado nas próximas seções.

O propósito deste caṕıtulo é fazer o desenvolvimento do método polinomial para
alcançar o objetivo do PPC, quando os parâmetros são conhecidos com exatidão e
quando são desconhecidos mas pertencem a intervalos conhecidos. A forma desta
lei de controle assim como o mapeamento entre os parâmetros do controlador e da
planta são usados para formar o projeto do APPC e também dos esquemas propostos
nesta tese, o VS-APPC e o IVS-APPC, que são utilizados quando os parâmetros da
planta são desconhecidos ou parcialmente conhecidos.

2.2 Abordagem Tradicional

2.2.1 Descrição do Problema

Considere inicialmente uma planta SISO e LTI descrita como

y = G(s)u, G(s) =
Z(s)

R(s)
=

βn−1s
n−1 + . . .+ β1s+ β0

sn + αn−1sn−1 + . . .+ α1s+ α0

(2.1)

onde G(s) é estritamente própria (seu grau relativo, ou excesso de polos, é pelo
menos 1) e R(s) é um polinômio mônico (o coeficiente da potência mais alta em s é
1). O objetivo de controle é escolher um sinal de entrada u de forma que os polos
de malha fechada sejam iguais às ráızes de um polinômio mônico Hurwitz (todas as
ráızes têm parte real negativa) B(s). O polinômio B(s) é referido como o polinômio
caracteŕıstico desejado e é escolhido com base nos requisitos de desempenho de malha
fechada. Além do posicionamento dos polos de malha fechada, pode-se estender o
objetivo do PPC ao incluir o rastreamento, onde y é requerido seguir uma certa
classe de sinais de referência r, usando o prinćıpio do modelo interno (Francis &
Wonham 1975). Portanto, o sinal de referência uniformemente limitado r é assumido
satisfazer:

Qm(s)r = 0 (2.2)

onde Qm(s) é um polinômio mônico conhecido de grau q, chamado modelo interno
de r. Por exemplo, quando r(t) = constante, a transformada de Laplace de r(t) é
dada por:

L{r(t)} = r(s) =
1

s

Portanto, Qm(s) = s satisfaz (2.2) e deve ser utilizado apropriadamente na lei de
controle para garantir que o sinal y siga a referência r, ou seja, e1(t) = y(t)−r(t)→ 0,
conforme t → ∞, onde e1 é o erro de rastreamento. Da mesma forma, quando
r(t) = t, Qm(s) = s2. E quando r(t) = Asen(ω0t) para quaisquer constantes A e ω0,
então Qm(s) = s2 + ω2

0.
As propriedades do sistema associado a G(s) dependem bastante das proprie-

dades de Z(s) e R(s). Portanto, para alcançar o objetivo de controle, as seguintes
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hipóteses sobre a planta são necessárias, de maneira similar ao projeto do APPC
(Ioannou & Sun 1996):

Hipótese 2.1. R(s) é um polinômio mônico cujo grau n é conhecido.

Hipótese 2.2. Z(s) é um polinômio cujo grau m < n é conhecido.

Hipótese 2.3. Z(s) e R(s) são coprimos.

Hipótese 2.4. Z(s) e Qm(s) são coprimos.

O fato de que R(s) é mônico e tem grau conhecido, descrito na Hipótese 2.1,
junto com a Hipótese 2.2, indica que no máximo 2n parâmetros são requeridos para
especificar unicamente as propriedades de entrada e sáıda de (2.1). A parametrização
da planta considerada neste tese, a ser apresentada no Caṕıtulo 4, é baseada na
Hipótese 2.1. Além disso, o conhecimento de n é usado para escolher o grau dos
polinômios do controlador e, consequentemente, o grau do polinômio caracteŕıstico,
conforme será apresentado adiante.

As Hipóteses 2.3 e 2.4 estão relacionadas à coprimicidade de polinômios. Dois
polinômios são ditos coprimos (ou relativamente coprimos) se eles não têm fatores
comuns além de uma constante (Ioannou & Sun 1996). Esta propriedade é necessária
para Z(s) e R(s), para que o cálculo dos parâmetros do controlador em cada instante
de tempo t usando a Equação Diofantina tenha solução única, conforme mostram
as propriedades a seguir.

Lema 2.1. (Identidade de Bezout) Dois polinômios a(s) e b(s) são coprimos se e
somente se existem polinômios c(s) e d(s) tais que

c(s)a(s) + d(s)b(s) = 1

Prova: A prova deste lema pode ser encontrada nos trabalhos de Goodwin & Sin
(1984) e Wolovich (1974). �

Teorema 2.1. Se a(s) e b(s) são coprimos e de grau na e nb, respectivamente, onde
na > nb, então, para algum polinômio arbitrário a∗(s) de grau na∗ ≥ na, a equação
polinomial

a(s)l(s) + b(s)p(s) = a∗(s) (2.3)

conhecida como Equação Diofantina, tem uma única solução l(s) e p(s) cujos graus
nl e np, respectivamente, satisfazem as restrições np < na e nl ≤ max(na∗−na, nb−
1).

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Ioannou & Sun
(1996). �
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Teorema 2.2. (Teorema de Sylvester) Dois polinômios a(s) = ans
n + an−1s

n−1 +
· · ·+ a0, b(s) = bns

n + bn−1s
n−1 + · · ·+ b0 são coprimos se e somente se sua matriz

de Sylvester Se é não singular, onde Se é definida como a seguinte matriz 2n× 2n:

Se ,



an 0 0 · · · 0 0 bn 0 0 · · · 0 0
an−1 an 0 0 0 bn−1 bn 0 0 0

· an−1 an
. . .

... · bn−1 bn
. . .

...

· · · · . . .
... · · · · . . .

...
· · · · · 0 · · · · · 0
a1 · · · · an b1 · · · · bn
a0 a1 · · · an−1 b0 b1 · · · bn−1
0 a0 · · · · 0 b0 · · · ·
0 0 · · · · 0 0 · · · ·
...

. . . · · · ... 0
. . . · · ·

...
. . . a0 a1

...
. . . b0 b1

0 0 · · · 0 0 a0 0 0 · · · 0 0 b0


Prova: A prova deste Teorema pode ser encontrada no trabalho de Ioannou & Sun
(1996). �

Portanto, o fato de que Z(s) e R(s) são coprimos, descrito na Hipótese 2.3, junto
com o Teorema 2.1, torna posśıvel escolher um posicionamento de polos arbitrário no
plano complexo s e implicam que a solução dos polinômios do controlador adaptativo
em cada instante de tempo t é única, desde que restrições sejam impostas nos graus
dos polinômios do controlador.

A Hipótese 2.3 visa garantir que Z(s) e Qm(s)R(s) sejam coprimos para que
a propriedade apresentada no Teorema 2.1 seja satisfeita. Por exemplo, se y é
requerido seguir o sinal de referência r(t) = 2 + sin(2t), então Qm(s) = s(s2 + 4) e,
portanto, Z(s) não deve ter s ou s2 + 4 como fatores. A ideia por trás do prinćıpio
do modelo interno é que ao incluir o fator 1/Qm(s) no controlador C(s), pode-se
anular o efeito de r no erro de rastreamento e1 = y− r (Ioannou & Sun 1996). Este
prinćıpio será considerado no projeto de controle apresentado a seguir.

2.2.2 Lei de Controle

Considere a seguinte lei de controle:

u = − Pc(s)

Qm(s)Lc(s)
e1 (2.4)

onde e1 = y − r é o erro de rastreamento; Qm(s) é o modelo interno de r, que tem
grau q e satisfaz 2.2 e a Hipótese 2.4; e Pc(s) e Lc(s) são polinômios (com Lc(s)
mônico) de grau n+ q − 1 e n− 1, respectivamente.
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Aplicando (2.4) à planta (2.1), a seguinte planta em malha fechada é obtida:

y =
Pc(s)Z(s)

Qm(s)Lc(s)R(s) + Pc(s)Z(s)
r (2.5)

cuja equação caracteŕıstica

Qm(s)Lc(s)R(s) + Pc(s)Z(s) = 0 (2.6)

tem ordem 2n+ q − 1. O objetivo agora é escolher Pc(s) e Lc(s), tal que

Qm(s)Lc(s)R(s) + Pc(s)Z(s) = B(s) (2.7)

seja satisfeita por um polinômio mônico Hurwitz B(s) de grau 2n + q − 1, que é
representado como

B(s) = s2n+q−1 + b2n+q−2s
2n+q−2 + . . .+ b1s+ b0 (2.8)

Como Qm(s)R(s) e Z(s) são coprimos, a solução para que Lc(s) e Pc(s) satis-
façam (2.7) existe e é única. Portanto, conforme o Teorema 2.2, a solução para
os coeficientes de Lc(s) e Pc(s) da equação (2.7) pode ser obtida pela resolução da
seguinte equação algébrica:

Asxs = bs (2.9)

onde As é a matriz de Sylvester de dimensão 2(n + q) × 2(n + q) associada aos
polinômios Qm(s)R(s) e Z(s); o vetor bs está associado ao polinômio caracteŕıstico
B(s); e o vetor xs está associado aos polinômios do controlador Pc(s) e Lc(s), ou
seja,

As =



γn+q 0 · · · 0 0
... γn+q

. . .
...

...

γ1
...

. . . 0
...

γ0 γ1
. . . γn+q 0

0 γ0
. . .

... γn+q
... 0

. . . γ1
...

...
...

. . . γ0 γ1
0 0 · · · 0 γ0

βn+q 0 · · · 0 0
... βn+q

. . .
...

...

β1
...

. . . 0
...

β0 β1
. . . βn+q 0

0 β0
. . .

... βn+q
... 0

. . . β1
...

...
...

. . . β0 β1
0 0 · · · 0 β0


(2.10)

bs = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b>]> ∈ R2n+2q (2.11)

b = [b2n+q−2, b2n+q−3, . . . , b1, b0]
> ∈ R2n+q−1 (2.12)

xs = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, x>]> ∈ R2n+2q (2.13)
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x = [ln−2, ln−3, . . . , l0, pn+q−1, pn+q−2, . . . , p1, p0]
> ∈ R2n+q−1 (2.14)

onde os elementos γi, para i = 0, 1, . . . , n + q, são os coeficientes de Qm(s)R(s) e li
e pi são os coeficientes de

Pc(s) = pn+q−1s
n+q−1 + . . .+ p1s+ p0

Lc(s) = sn−1 + ln−2s
n−2 + . . .+ l1s+ l0

Como Qm(s)R(s) é um polinômio mônico, tem-se que γn+q = 1. Como Z(s) tem
grau m < n, tem-se que βn+q = βn+q−1 = · · · = βm+1 = 0.

O fato de Qm(s)R(s) e Z(s) serem coprimos garante que As é uma matriz não-
singular e, portanto, os coeficientes de Lc(s) e Pc(s) podem ser computados da
equação

xs = A−1s bs (2.15)

Usando (2.7), a planta em malha fechada é descrita por

y =
Z(s)Pc(s)

B(s)
r (2.16)

Similarmente, da equação da planta em (2.1) e da lei de controle em (2.4) e (2.7),
obtém-se

u =
R(s)Pc(s)

B(s)
r (2.17)

Devido r ser um sinal uniformemente limitado e as funções de transferência em
(2.16) e (2.17) serem próprias com polos estáveis, tem-se que y e u são uniformemente
limitados para qualquer polinômio Pc(s) de grau n + q − 1. Portanto, o objetivo
do posicionamento de polos é alcançado pela lei de controle (2.4), sem qualquer
restrição adicional em Pc(s) e Qm(s) (Ioannou & Sun 1996). Usando (2.16) e (2.7),
a equação do erro de rastreamento é obtida como

e1 =
Z(s)Pc(s)−B(s)

B(s)
r =

Z(s)

B(s)
(Pc(s)− Pc(s))r −

Lc(s)R(s)

B(s)
Qm(s)r (2.18)

Como Qm(s)r = 0, o objetivo de erro de rastreamento nulo é alcançado pela lei de
controle em (2.4).

Devido Lc(s) não ser necessariamente Hurwitz, a realização de (2.4) com n+q−1
integradores pode ter uma função de transferência com polos no semiplano direito.
Conforme apresentado por Ioannou & Sun (1996), é posśıvel obter uma nova lei de
controle por posicionamento de polos, reescrevendo (2.4) como

Lc(s)Qm(s)u = −Pc(s)e1

Considere um polinômio Hurwitz de grau n+q−1 representado como Λc(s). Adicio-
nando e subtraindo o termo Λc(s)u do lado esquerdo da equação anterior, obtém-se:

Λc(s)u− Λc(s)u+ Lc(s)Qm(s)u = −Pc(s)e1
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Portanto, uma realização alternativa de (2.4) é escrita como

u =
Λc(s)− Lc(s)Qm(s)

Λc(s)
u− Pc(s)

Λc(s)
e1 (2.19)

2.3 Abordagem Intervalar

2.3.1 Descrição do Problema

Nesta seção, considera-se o caso onde os coeficientes da função de transferência
da planta G(s) são desconhecidos, mas pertencem a intervalos fechados conhecidos.
A abordagem polinomial para a lei de controle é novamente usada, mas como agora
os parâmetros da planta não são conhecidos exatamente, não é posśıvel escolher
posições pontuais para os polos de malha fechada. Portanto, o problema de posicio-
namento de polos é estendido para o problema de posicionamento de polos regional
(Keel & Bhattacharyya 1999, Lordelo et al. 2006), onde o objetivo de controle passa
a ser projetar uma lei de controle que posicione os polos de malha fechada numa
região especificada através das ráızes de um polinômio caracteŕıstico intervalar, cuja
estabilidade é garantida pelo Teorema de Kharitonov (Kharitonov 1979), além de y
seguir um sinal de referência r.

Considere a planta intervalar [G(s)], tal que G(s) ∈ [G(s)], representada como:

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[βn−1]s
n−1 + . . .+ [β1]s+ [β0]

sn + [αn−1]sn−1 + . . .+ [α1]s+ [α0]
(2.20)

Portanto, considera-se que os coeficientes desconhecidos de G(s) têm incertezas li-
mitadas, tais que βi ∈ [βi] = [β−i , β

+
i ] e αi ∈ [αi] = [α−i , α

+
i ], para i = 0, 1, . . . , n− 1.

Para alcançar o objetivo de posicionamento de polos intervalar, as seguintes hi-
póteses são necessárias, de maneira semelhante ao que foi apresentado na abordagem
tradicional.

Hipótese 2.5. [R(s)] é um polinômio intervalar mônico cujo grau n é conhecido.

Hipótese 2.6. [Z(s)] é um polinômio intervalar cujo grau m < n é conhecido.

Hipótese 2.7. [Z(s)] e [R(s)] são robustamente coprimos.

Hipótese 2.8. Qm(s) e [Z(s)] são robustamente coprimos.

Conforme pode ser notado, as Hipóteses 2.5 a 2.8 são semelhantes às Hipóteses
2.1 a 2.4, apresentadas na seção anterior, já que o problema de controle permanece
o mesmo: projetar uma lei de controle que posicione os polos de malha fechada em
posições definidas por um polinômio caracteŕıstico. A diferença está somente na
descrição do problema, já que agora se trata de uma planta intervalar. Portanto,
os comentários feitos para as Hipóteses 2.1 a 2.4, na seção anterior, valem para as
Hipóteses 2.5 a 2.8, respectivamente.
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De acordo com as Hipóteses 2.5 a 2.8, a seguir são apresentadas algumas pro-
priedades importantes sobre não-singularidade robusta de matrizes intervalares e
coprimicidade robusta de polinômios intervalares.

Definição 2.1. (Lordelo et al. 2006) O conjunto espectral de [C(s)], denotado como
S([C(s)]), é definido como o conjunto de todas as ráızes de [C(s)], quando os coefi-
cientes de [C(s)] assumem valores em [c] = [c−, c+].

Teorema 2.3. (Teorema das Arestas) O conjunto espectral S([C(s)]) de um polinô-
mio intervalar [C(s)] é limitado pelas ráızes de suas arestas C−(s) e C+(s).

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Bhattacharyya
et al. (1995). �

Lema 2.2. (Lordelo et al. 2006) Dois polinômios intervalares [C(s)] e [D(s)] são
robustamente coprimos se S([C(s)]) ∩ S([D(s)]) = ∅.

Um procedimento visual de tentativa e erro baseado no Teorema das Arestas
para determinar a coprimicidade robusta de polinômios intervalares é sugerida em
(Bhattacharyya et al. 1995). Uma simples condição suficiente para coprimicidade
robusta baseada em resultados de Análise Intervalar é apresentada a seguir.

Lema 2.3. (Lordelo et al. 2006) Dois polinômios [C(s)] e [D(s)] são robustamente
coprimos se sua matriz de Sylvester resultante [A] associada é robustamente não-
singular.

Prova: Suponha que [A] é robustamente não-singular. Então, todas as resultantes
de Sylvester em [A−, A+] são não-singulares, implicando que [C(s)] e [D(s)] são
robustamente coprimos. �

Lema 2.4. (Lordelo et al. 2006) Uma matriz quadrada intervalar [A] é dita ser
robustamente não-singular (ou regular) se todas as matrizes A ∈ [A] são não-
singulares.

Uma condição suficiente para checar a não-singularidade robusta de uma matriz
intervalar [A], com matriz centro Ac e matriz raio Ar, descrita em (Beeck 1975), é
dada por

ρ(|A−1c |Ar) < 1 (2.21)

onde ρ(A) := max{|λ| : det(λI − A) = 0}.
Determinar a não-singularidade robusta de uma matriz intervalar [A] ∈ R2n×2n é

um problema que tem sido tratado na literatura (Blondel & Tsitsiklis 2000). Infeliz-
mente, todas as condições suficientes e necessárias conhecidas para não-singularidade
robusta apresentam comportamento exponencial, ou seja, é necessário resolver no
mı́nimo 22n problemas de algum tipo. Algumas considerações e algoritmos sobre
condições necessárias e suficientes que tratam da solução do problema de determi-
nar se uma matriz intervalar é robustamente não-singular ou se dois polinômios são
robustamente coprimos são apresentadas por Lordelo et al. (2006).
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2.3.2 Lei de Controle

Considere agora a mesma lei de controle da seção anterior, ou seja,

u = − Pc(s)

Qm(s)Lc(s)
e1 (2.22)

onde e1 = y − r é o erro de rastreamento; Qm(s) é o modelo interno de r, que tem
grau q e satisfaz a Hipótese 2.8; e Pc(s) e Lc(s) são polinômios de grau n + q − 1 e
n− 1, respectivamente.

Aplicando (2.22) à planta intervalar em (2.20), obtém-se a equação da planta em
malha fechada:

y =
Pc(s)[Z(s)]

Qm(s)Lc(s)[R(s)] + Pc(s)[Z(s)]
r (2.23)

O objetivo agora é escolher Pc(s) e Lc(s) na equação caracteŕıstica

Qm(s)Lc(s)[R(s)] + Pc(s)[Z(s)] = [F (s)] (2.24)

tais que as ráızes do polinômio caracteŕıstico do sistema em malha fechada [F (s)]
estejam contidas na região especificada pelas ráızes de um dado polinômio caracte-
ŕıstico intervalar mônico Hurwitz [B(s)] de grau 2n + q − 1, ou seja, S([F (s)]) ⊆
S([B(s)]). Obviamente o tamanho do intervalo de cada coeficiente de [B(s)] tem
que ser ajustado para garantir que o desempenho do sistema permaneça satisfatório
(Keel & Bhattacharyya 1999). Os coeficientes intervalares de [B(s)] são agrupados
no vetor intervalar [b] = [b−>, b+>]>, onde

b− = [b−2n+q−2, . . . , b
−
1 , b

−
0 ]>, b+ = [b+2n+q−2, . . . , b

+
1 , b

+
0 ]> (2.25)

Dada uma planta, o próximo passo é definir um polinômio caracteŕıstico inter-
valar [B(s)] que deve ser escolhido de maneira que todas as suas ráızes tenham
parte real negativa. Essa garantia pode ser obtida pelo Teorema de Kharitonov
(Kharitonov 1979), que tem sido uma das abordagens mais populares para investi-
gar a estabilidade de sistemas intervalares e é apresentado a seguir.

Teorema 2.4. (Teorema de Kharitonov) Um polinômio intervalar representado
como

[∆(s)] = sn + [δn−1]s
n−1 + . . .+ [δ1]s+ [δ0]

onde [δi] = [δ−i , δ
+
i ], para i = 0, 1, . . . , n− 1, é Hurwitz se e somente se os seguintes

quatro polinômios extremos são Hurwitz:

∆1(s) = sn + . . .+ δ−4 s
4 + δ+3 s

3 + δ+2 s
2 + δ−1 s+ δ−0

∆2(s) = sn + . . .+ δ−4 s
4 + δ−3 s

3 + δ+2 s
2 + δ+1 s+ δ−0

∆3(s) = sn + . . .+ δ+4 s
4 + δ+3 s

3 + δ−2 s
2 + δ−1 s+ δ+0

∆4(s) = sn + . . .+ δ+4 s
4 + δ−3 s

3 + δ−2 s
2 + δ+1 s+ δ+0
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Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada nos trabalhos de Kharitonov
(1979) ou Bhattacharyya et al. (1995). �

Os coeficientes de Lc(s) e Pc(s) na equação (2.24) podem ser encontrados pela
seguinte inequação:

b−s ≤ [As]xs ≤ b+s (2.26)

onde [As] = [A−s , A
+
s ] é a matriz de Sylvester intervalar de dimensão 2(n+q)×2(n+q)

associada aos polinômios Qm(s)[R(s)] e [Z(s)], cujas matrizes limitantes inferior e
superior A−s e A+

s são obtidas quando os coeficientes de [As] são substitúıdos pelos
seus valores inferiores e superiores, respectivamente; os vetores b−s e b+s são associados
ao polinômio caracteŕıstico intervalar [B(s)]; e o vetor xs é associado aos polinômios
do controlador Pc(s) e Lc(s), ou seja,

[As] =



[γn+q] 0 · · · 0 0
... [γn+q]

. . .
...

...

[γ1]
...

. . . 0
...

[γ0] [γ1]
. . . [γn+q] 0

0 [γ0]
. . .

... [γn+q]
... 0

. . . [γ1]
...

...
...

. . . [γ0] [γ1]
0 0 · · · 0 [γ0]

[βn+q] 0 · · · 0 0
... [βn+q]

. . .
...

...

[β1]
...

. . . 0
...

[β0] [β1]
. . . [βn+q] 0

0 [β0]
. . .

... [βn+q]
... 0

. . . [β1]
...

...
...

. . . [β0] [β1]
0 0 · · · 0 [β0]


(2.27)

b−s = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b−>]> = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b−2n+q−2, b
−
2n+q−3, . . . , b

−
1 , b

−
0 ]> ∈ R2n+2q (2.28)

b+s = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b+>]> = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b+2n+q−2, b
+
2n+q−3, . . . , b

+
1 , b

+
0 ]> ∈ R2n+2q (2.29)

xs = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, x>]> ∈ R2n+2q (2.30)

x = [ln−2, ln−3, . . . , l0, pn+q−1, pn+q−2, . . . , p1, p0]
> ∈ R2n+q−1 (2.31)

onde os elementos [γi] = [γ−i , γ
+
i ], para i = 0, 1, . . . , n + q, são os coeficientes de

Qm(s)[R(s)] e li e pi são os coeficientes de

Pc(s) = pn+q−1s
n+q−1 + . . .+ p1s+ p0

Lc(s) = sn−1 + ln−2s
n−2 + . . .+ l1s+ l0

Como Qm(s)[R(s)] é um polinômio intervalar mônico, tem-se que [γn+q] = 1. Como
[Z(s)] tem grau m < n, tem-se que [βn+q] = [βn+q−1] = · · · = [βm+1] = 0.

Com esta abordagem, conclui-se que qualquer vetor xs que atende à condição
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em (2.26) pode ser escolhido, já que garante o posicionamento de polos na região
delimitada pelas ráızes de [B(s)].

2.3.3 Exemplo Numérico

Para exemplificar o controle por posicionamento de polos intervalar, considere a
seguinte planta estável de fase não-mı́nima:

G(s) =
2s− 10

s2 + 8s+ 16
(2.32)

cujos coeficientes são assumidos desconhecidos mas contidos em intervalos conheci-
dos, que formam a seguinte planta intervalar:

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[β1]s+ [β0]

s2 + [α1]s+ [α0]
=

[1.6, 2.8]s+ [−10.3,−9.1]

s2 + [7.7, 8.8]s+ [15.5, 16.9]
(2.33)

Considera-se neste exemplo que o sinal de referência r é constante e, portanto,
Qm(s) = s. Considerando [A] = [Ac − Ar, Ac + Ar] como sendo a matriz de
Sylvester intervalar de [Z(s)] e [R(s)], conforme (2.21), tem-se como resultado
ρ(|A−1c |Ar) = 0.1015, o que garante a não-singularidade de [A] e, portanto, garante
que Qm(s)[R(s)] e [Z(s)] são polinômios intervalares robustamente coprimos.

Além do rastreamento, o objetivo de controle é posicionar os polos de malha
fechada na região especificada pelas ráızes do seguinte polinômio intervalar:

[B(s)] = s4 + [18, 24]s3 + [122, 216]s2 + [365, 864]s+ [412, 1296] (2.34)

cujos polinômios extremos definidos pelo Teorema de Kharitonov são:

B1(s) = s4 + 24s3 + 216s2 + 365s+ 412

B2(s) = s4 + 18s3 + 216s2 + 864s+ 412

B3(s) = s4 + 24s3 + 122s2 + 365s+ 1296

B4(s) = s4 + 18s3 + 122s2 + 864s+ 1296

Portanto, utilizando por exemplo o critério de Routh-Hurwitz (Ogata 2011), os
quatro polinômios do Teorema de Kharitonov são estáveis e, consequentemente,
[B(s)] é um polinômio intervalar estável.

Considerando [As] como a matriz de Sylvester de Qm(s)[Z(s)] e [R(s)], conforme
(2.27), e b−s e b+s como os vetores dos coeficientes de [B(s)], conforme (2.28) e (2.29),
respectivamente, é posśıvel encontrar infinitas possibilidades para que o vetor de
parâmetros do controlador xs, definido conforme (2.30), atenda à inequação (2.26)
e, portanto, garanta o posicionamento de polos na região definida pelas ráızes de
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Figura 2.1: Polos de malha fechada com leis de controle intervalares.

[B(s)]. As seguintes leis de controle, por exemplo, atendem à inequação (2.26):

C1(s) = −4.055s2 + 34.5s+ 60

s(s+ 21.68)
e1 C2(s) = −4.055s2 + 34.6s+ 70

s(s+ 21.68)
e1

C3(s) = −4.06s2 + 34.5s+ 80

s(s+ 21.68)
e1 C4(s) = −4.06s2 + 34.6s+ 90

s(s+ 21.68)
e1

A Figura 2.1 apresenta o comportamento dos polos do sistema em malha fechada
para cada uma das quatro leis de controle mencionadas, aplicada à planta (2.32). A
área amarela apresenta a região desejada para o posicionamento dos polos de malha
fechada, definida pelo polinômio [B(s)], conforme (2.34). Como pode ser observado,
as quatro leis de controle, que atendem à inequação (2.26), alcançam o objetivo de
posicionar os polos na região desejada.



Caṕıtulo 3

Sistemas com Estrutura Variável

3.1 Introdução

Durante as últimas décadas, a teoria de sistemas com estrutura variável (VSS)
tem sido bastante aplicada em problemas de sistemas de controle, principalmente
na forma conhecida como controle por modos deslizantes (SMC) (Utkin 1977, Utkin
1978). O método tem esse nome porque as funções de chaveamento das variáveis de
controle são projetadas de modo a restringir a dinâmica do sistema a uma superf́ıcie
no espaço de estado chamada superf́ıcie deslizante.

As principais vantagens dos sistemas com estrutura variável são a rapidez do
transitório e a robustez a variações paramétricas e perturbações, dentro de uma faixa
de tolerância estipulada no projeto. Por outro lado, essa estratégia possui alguns
aspectos a considerar, como o alto valor do sinal de controle inicial e o chaveamento
do sinal de controle em alta frequência, fenômeno denominado chattering, que pode
ser indesejável em algumas aplicações. Existem diversas formas de suavizar o sinal de
controle. Dentre elas estão o uso de regiões lineares nas leis chaveadas (Araújo 1993,
Hsu et al. 1994), a introdução de filtros de sáıda no sinal de controle (Hsu 1990,
Peixoto et al. 2002), e as estratégias denominadas DMARC (Cunha et al. 2006,
Cunha et al. 2007) e IDMARC (Teixeira et al. 2013), que combinam um controlador
adaptativo convencional (sinal suave) com um controlador com estrutura variável
(robustez e desempenho).

A teoria dos sistemas com estrutura variável teve origem no estudo dos contro-
ladores a relé e baseia-se no chaveamento das variáveis de controle dentro de um
conjunto de funções das variáveis de estado da planta de acordo com uma dada
regra, o que impõe para este método o conhecimento de todas as variáveis de estado
do sistema para a lei de controle. Na prática, nem todos as variáveis de estado
estão fisicamente dispońıveis para realimentação. Neste caso, um controlador por
modos deslizantes com realimentação de estado não pode ser implementado, a menos
que um observador seja usado para estimar as variáveis de estado não-mensuráveis
(Diong & Medanic 1990, Choi et al. 1990, Ha et al. 1996), ou os métodos de projeto
devem ser modificados de tal forma que somente um subconjunto das variáveis de
estado seja requerido para implementar a lei de controle.

Esta estratégia de controle tem sido usada com sucesso em manipuladores ro-
bóticos, véıculos submarinos, motores elétricos de alta performance e sistemas de
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potência (Slotine & Li 1991).

Este caṕıtulo tem por objetivo apresentar o desenvolvimento matemático do VSC
para um sistema de segunda ordem, que serve como base para o desenvolvimento de
controladores adaptativos com leis chaveadas.

3.2 Descrição Geral

Como exemplo de sistemas com estrutura variável e controle por modos desli-
zantes, considere o sistema de segunda ordem,{

ẋ1 = x2
ẋ2 = a1x1 + a2x2 + u

(3.1)

em que a1 e a2 são parâmetros conhecidos, porém com incertezas. Pode-se definir
uma superf́ıcie de chaveamento s como

s =
{
x ∈ R2 | s(x) = cx1 + x2 = 0, c > 0

}
(3.2)

onde se deseja que as variáveis de estado x1 e x2 (dinâmica do sistema) permaneçam
confinadas, ou seja, sobre a qual o sistema deve deslizar, ∀t > 0. Se a condição sṡ < 0
é satisfeita em uma vizinhança de s(x) = 0, os campos vetoriais representados por
f+(x) e f−(x) apontam para s nesta vizinhança (Utkin 1977, Utkin 1978), conforme
mostra a Figura 3.1). Portanto, se uma trajetória alcança s(x), ela é forçada a
deslizar sobre esta superf́ıcie, definindo assim, um modo deslizante ou sliding mode.

x2

x1

f−(x)

s(x) < 0

ṡ(x) > 0

s(x) = cx1 + x2 = 0

x(0)

ṡ(x) < 0

f+(x)

s(x) > 0

Figura 3.1: Superf́ıcie de deslizamento para um sistema de segunda ordem.

A expressão de sṡ, com o uso de (3.1) e (3.2), fica

sṡ = s(cẋ1 + ẋ2) = s(cx2 + a1x1 + a2x2 + u) (3.3)
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Considerando o sinal de controle da forma

u(x) =

{
u+(x), se s(x) > 0
u−(x), se s(x) < 0

(3.4)

tendo como expressão
u = θ1x1 + θ2x2 (3.5)

obtém-se
sṡ = s[a1x1 + (a2 + c)x2 + θ1x1 + θ2x2] (3.6)

Considere agora as seguintes leis chaveadas para os parâmetros do controlador (θ1 e
θ2):

θ1 = −θ̄1sgn(sx1)
θ2 = −θ̄2sgn(sx2)

(3.7)

onde

sgn(sxi) =

{
1, se sxi > 0
−1, se sxi < 0

(3.8)

Substituindo (3.7) em (3.6), tem-se

sṡ = s[a1x1 + (a2 + c)x2 − θ̄1sgn(sx1)x1 − θ̄2sgn(sx2)x2]
= a1sx1 − θ̄1|sx1|+ (a2 + c)sx2 − θ̄2|sx2|

(3.9)

Se as restrições θ̄1 > |a1| e θ̄2 > |a2 +c| são impostas, a condição de deslizamento
sṡ < 0 é satisfeita de acordo com (3.9).

É importante ressaltar que os valores dos parâmetros θ̄1 e θ̄2 determinam a ra-
pidez com que a trajetória atinge a superf́ıcie de deslizamento. Quanto maior a
magnitude destes parâmetros, mais rápido será o transitório do sistema, porém re-
sultando num esforço de controle maior (Queiroz 2011).

Uma vez que a trajetória se encontra em s, o controle equivalente pode ser
definido, originalmente, como o controle cont́ınuo que deve ser aplicado para manter
a trajetória sobre esta superf́ıcie, e que, consequentemente, satisfaz a condição ṡ = 0
(Utkin 1978). Para o exemplo em questão,

ṡ = cẋ1 + ẋ2 = cx2 + a1x1 + a2x2 + u = 0 (3.10)

e dessa forma,
ueq = −a1x1 − (a2 + c)x2 (3.11)

A obtenção de ueq pode ser realizada através da filtragem de u por um filtro passa-
baixa com frequência de corte suficientemente elevada. Ou seja, o controle equi-
valente pode ser interpretado fisicamente como o valor médio do sinal de controle
u obtido através do filtro, na ausência de dinâmica não-modelada da planta e de
incertezas no chaveamento real (Utkin 1978).

Os parâmetros do sistema a1 e a2 são conhecidos com incertezas, mas também
podem ser variantes no tempo. Em ambos os casos, a condição de deslizamento pode
ser satisfeita, desde que os parâmetros do vetor θ̄ sejam devidamente dimensionados,



28 CAPÍTULO 3. SISTEMAS COM ESTRUTURA VARIÁVEL

ou seja,
θ̄1 > supt>0|a1(t)|
θ̄2 > supt>0|a2(t) + c| (3.12)

A implementação da lei de controle (3.5) pode ter sua implementação prática
dificultada, devido à necessidade de medição de todas as variáveis de estado do
sistema. Isto nem sempre é posśıvel, em virtude de restrições de ordem f́ısica (fra-
gilidade dos sensores) e/ou econômicas (alto custo). Uma alternativa interessante
para estes casos é o uso de observadores de estado, que permite uma redução no
número de sensores necessários e, consequentemente, no custo total do projeto de
controle.

Um outro problema importante se refere à frequência de chaveamento (fch) dos
parâmetros θ1 e θ2 em (3.7). Para que a trajetória deslize idealmente sobre a su-
perf́ıcie de chaveamento s, conforme a Figura 3.2(a), é necessário que a frequência
fch seja infinita, o que é imposśıvel na prática, provocando comportamento similar
ao que está apresentado na Figura 3.2(b), também conhecido como o fenômeno de
chattering.

x2

x1

x(0)

s(x) = 0

(a)

x2

x1

x(0)

s(x) = 0

(b)

Figura 3.2: Comportamento do sistema no deslizamento ideal (a) e real (b).

3.3 Solução de Filippov

Um problema teórico do uso de controladores com estrutura variável está re-
lacionado com a definição de soluções para equações diferenciais com lado direito
descont́ınuo, que é devido à descontinuidade introduzida pelo controle e, assim, não
é posśıvel determinar uma constante de Lipschitz para garantir a unicidade de uma
solução para o sistema. Filippov (1964) propôs uma definição que é particularmente
adequada para o tipo de equações diferenciais que surgem em sistemas à estrutura
variável. Basicamente, as soluções no sentido de Filippov são absolutamente cont́ı-
nuas como funções do tempo e, também, cont́ınuas em relação às condições iniciais.
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Isto torna posśıvel a extensão do método direto de Lyapunov na análise de estabi-
lidade de sistemas à estrutura variável. Segundo este trabalho, o valor da solução
num certo ponto pode ser determinado pelo comportamento da sua derivada em
pontos da vizinhança.

Em cada ponto da superf́ıcie de descontinuidade, o campo vetorial que determina
a solução para ẋ = f(x) pertence ao conjunto convexo mı́nimo que contém todos os
valores de f(x), quando x varia em quase toda a vizinhança δ (com δ → 0) do ponto
sob consideração, exceto para um conjunto de medida nula segundo Lebesgue. Se
ocorre deslizamento sobre uma dada superf́ıcie s, um campo vetorial f ∗ em cada
ponto desta superf́ıcie pode ser determinado a partir dos campos vetoriais f+ e
f− direcionados conforme a Figura 3.3. Desta maneira é obtido um fecho convexo
mı́nimo, que é a base para o método de Filippov. Uma vez que o deslizamento ideal
ocorre na superf́ıcie de chaveamento, o campo vetorial permanece em um plano
tangencial à superf́ıcie. Assim, a equação para o deslizamento ideal, definida de
acordo com Filippov, é dada por

f ∗ = αf+ + (1− α)f−, 0 ≤ α ≤ 1 (3.13)

onde α é um parâmetro que depende das direções e magnitudes do campos vetoriais
f+, f−, e do gradiente da função s(x).

x2

x1

s(x) = 0

f+

f−

f∗

Figura 3.3: Campo vetorial no modo deslizante (solução de Filippov).
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Caṕıtulo 4

Estimação de Parâmetros

4.1 Introdução

O primeiro passo para projetar estimadores de parâmetros on-line é escolher
uma parametrização apropriada do modelo da planta. A parametrização é feita com
relação a um vetor cujos elementos são os parâmetros verdadeiros da planta, que é
representado neste trabalho por θ∗. Entretanto, a proposta apresentada nesta tese
considera que o vetor θ∗ é desconhecido, conforme será apresentado nas próximas
seções.

Este caṕıtulo apresenta um tipo de parametrização que é bastante útil, onde
os parâmetros a serem estimados são agrupados juntos, mas ficam separados dos
sinais de entrada e sáıda da planta, de maneira similar ao que é feito por Ioannou
& Sun (1996). Os parâmetros são constantes desconhecidas a serem estimadas das
medições dos sinais de entrada e sáıda da planta. Na parametrização apresentada
neste caṕıtulo, θ∗ representa os coeficientes desconhecidos do numerador e do de-
nominador da função de transferência do modelo da planta. Para o problema de
estimação e controle tratados nesta tese, este tipo de parametrização de planta é
mais conveniente que outros.

A abordagem utilizada neste caṕıtulo para o projeto das leis adaptativas está
presente em grande parte da literatura clássica sobre esquemas adaptativos cont́ı-
nuos (Parks 1966, Monopoli 1967, Monopoli 1974, Narendra & Valavani 1978, Egardt
1979, Morse 1980, Narendra & Annaswamy 1989) e faz parte deste trabalho para
conectar o modelo paramétrico com o problema de controle adaptativo a ser apre-
sentado e discutido nos próximos caṕıtulos. Denominada ERP-Lyapunov, esta abor-
dagem envolve o desenvolvimento de uma equação diferencial que relaciona o erro de
estimação com o erro paramétrico através de uma função de transferência estrita-
mente real positiva (ERP). Com isso, os lemas de Lefschetz-Kalman-Yakubovich
(Anderson & Vongpanitlerd 1973, Popov 1973) e de Meyer-Kalman-Yakubovich
(Lefschetz 1963, Ioannou & Tao 1987) podem ser usados para escolher uma fun-
ção de Lyapunov V apropriada, cuja derivada no tempo V̇ seja definida negativa,
pela escolha adequada da equação que define a lei adaptativa. Nos casos tradicionais,
utiliza-se leis adaptativas integrais como o método do gradiente, mı́nimos quadrados
e outros. Nesta tese, os esquemas de controle propostos utilizam estimativas calcula-
das através de leis chaveadas, que são oriundas da teoria dos sistemas com estrutura
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variável (VSS) (Utkin 1977, Utkin 1978). Ao tratar o projeto de estimação de parâ-
metros de maneira independente do projeto de controle, separa-se a complexidade
da parte de estimação da parte de controle e isto simplifica o projeto e a análise de
esquemas de controle adaptativo.

4.2 Parametrização da Planta

Considere a planta SISO LTI representada como{
ẋ = Ax+Bu, x(0) = 0
y = C>x

(4.1)

onde x ∈ Rn e somente a sáıda y e a entrada u estão dispońıveis para medição. As
matrizes A, B e C têm as dimensões apropriadas e a tripla (A,B,C) consiste de
n2 + 2n elementos que são referidos como os parâmetros da planta. Se (4.1) está em
uma das formas canônicas, os n2 elementos de (A,B,C) são fixados em 0 e 1 e no
máximo 2n elementos são requeridos para especificar as propriedades da planta em
(4.1) (Ioannou & Sun 1996). Estes 2n elementos são os coeficientes do numerador e
do denominador da função de transferência da planta.

A equação (4.1) pode ser reescrita como

y(s) = C>(sI − A)−1Bu(s) (4.2)

ou como

y =
Z(s)

R(s)
u (4.3)

onde R(s) é um polinômio de grau n e Z(s) é um polinômio de grau no máximo
n− 1. Os polinômios Z(s) e R(s) podem ser representados como

Z(s) = βn−1s
n−1 + . . .+ β1s+ β0

R(s) = sn + αn−1s
n−1 + . . .+ α1s+ α0

(4.4)

onde os coeficientes βn−1, . . . , β0, αn−1, . . . , α0 são os parâmetros da planta, que são
constantes mas desconhecidos. As equações (4.3) e (4.4) indicam que no máximo 2n
parâmetros são requeridos para especificar singularmente as propriedades de entrada
e sáıda de (4.1).

A equação da planta (4.3) pode ser reescrita, através da substituição dos polinô-
mios Z(s) e R(s) por suas respectivas descrições em (4.4) como

(sn + αn−1s
n−1 + · · ·+ α1s+ α0)y = (βn−1s

n−1 + · · ·+ β1s+ β0)u

Portanto, tem-se que

sny = (βn−1s
n−1 + · · ·+ β1s+ β0)u− (αn−1s

n−1 + · · ·+ α1s+ α0)y (4.5)
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Agrupando todos os parâmetros em (4.5) nos vetores

θ∗>β = [βn−1, . . . , β1, β0]
> = [θ∗1, . . . , θ

∗
n]> (4.6)

θ∗>α = [αn−1, . . . , α1, α0]
> = [θ∗n+1, . . . , θ

∗
2n]> (4.7)

e todos os sinais de entrada e sáıda com suas derivadas nos vetores

ψu = [sn−1u, sn−2u, . . . , su, u]> (4.8)

ψy = [−sn−1y,−sn−2y, . . . ,−sy,−y]> (4.9)

chega-se à seguinte representação de (4.5):

sny = θ∗>β ψu + θ∗>α ψy (4.10)

ou de forma compacta como
sny = θ∗>ψ (4.11)

onde

θ∗ = [θ∗>β , θ∗>α ]> = [βn−1, . . . , β1, β0, αn−1, . . . , α1, α0]
> (4.12)

ψ = [ψ>u , ψ
>
y ]> = [sn−1u, . . . , su, u,−sn−1y, . . . ,−sy,−y]> (4.13)

Considere agora um polinômio mônico Hurwitz de ordem n definido como

Λ(s) = sn + λn−1s
n−1 + . . .+ λ1s+ λ0

cujos coeficientes estão agrupados no vetor λ = [λn−1, . . . , λ1, λ0]
>. Portanto, adici-

onando o termo (Λ− sn)y em ambos os lados de (4.10), obtém-se

sny + λn−1s
n−1y + · · ·+ λ0y = θ∗>β ψu + θ∗>α ψy + λn−1s

n−1y + · · ·+ λ0y

Definindo-se uma função de transferência W (s) como

W (s) =
1

Λ(s)
=

1

sn + λn−1sn−1 + . . .+ λ1s+ λ0

tem-se o modelo em (4.10) reescrito como

y = W (s)(θ∗>β ψu + θ∗>α ψy − λ>ψy) (4.14)

Na maioria das aplicações práticas, os únicos sinais dispońıveis para medição são a
entrada u e a sáıda y. Portanto, o uso de derivações conforme (4.8) e (4.9) deve ser
evitado. Como θ∗β, θ∗α e λ são vetores constantes, pode-se reescrever (4.14) na forma
do seguinte modelo paramétrico linear, a ser usado nas próximas seções, obtido pela
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multiplicação de ambos os lados de (4.14) por um polinômio L(s):

y = W (s)L(s)(θ∗>β φu + θ∗>α φy − λ>φy) (4.15)

onde
φu = L−1(s)ψu, φy = L−1(s)ψy

e o polinômio L(s) é escolhido de maneira que L−1(s) seja uma função de trans-
ferência própria e estável e W (s)L(s) seja uma função de transferência ERP. Por
exemplo, quando

W (s) =
1

(s+ 1)(s+ 3)(s+ 5)

pode-se escolher L(s) como

L(s) = (s+ 2)(s+ 4)

o que implica que W (s)L(s) é uma função ERP. Pode-se notar que apesar da or-
dem de W (s)L(s) depender do modelo da planta, os coeficientes de W (s) e L(s)
não dependem, o que facilita para o projetista na construção de uma função ERP.
A introdução do polinômio L(s) no modelo paramétrico se justifica para que seja
posśıvel usar a abordagem ERP-Lyapunov para construir as leis adaptativas para
estimar os vetores θ∗β e θ∗α (Ioannou & Sun 1996), conforme será apresentado na
próxima seção.

4.3 Abordagem ERP-Lyapunov

Nesta seção, é apresentado o segundo passo no projeto de estimação de parâ-
metros: gerar estimativas on-line dos parâmetros desconhecidos da planta, usando
leis adaptativas adequadas. Estas leis são projetadas para minimizar o erro entre a
resposta do sistema y(t) e sua estimativa ŷ(t), que é gerada por um modelo parame-
trizado cujo formato é exatamente o mesmo do modelo paramétrico em (4.15). O
vetor de estimativas θ(t) é ajustado continuamente de maneira que ŷ(t) se aproxima
de y(t) conforme t cresce. A proposta apresentada nesta tese gera as estimativas
dos parâmetros da planta usando leis chaveadas (Silva Junior & Araújo 2005), ao
invés das tradicionais leis integrais (Narendra & Valavani 1978), com o objetivo de
adicionar as caracteŕısticas do VSC (Utkin 1978) ao projeto de controle adaptativo.

A equação da planta em (4.3) pode ser reescrita de diversas formas, dando ori-
gem a diferentes equações para gerar uma estimativa para y(t). Considerando a
parametrização da planta dada por (4.15), considera-se agora uma equação que tem
o mesmo formato de (4.15) para estimar y(t), mas com as estimativas dos parâme-
tros substituindo os parâmetros verdadeiros. Esta equação, conhecida como modelo
série-paralelo e amplamente usada para estimação de parâmetros (Landau 1979), é
dada por

ŷ = W (s)L(s)(θ̂>β φu + θ̂>αφy − λ>φy) (4.16)
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onde θ̂β e θ̂α são as estimativas on-line para θ∗β e θ∗α, respectivamente, e formam

o vetor de estimativas θ̂ = [θ̂>β , θ̂
>
α ]> ∈ R2n. O erro de estimação, que reflete a

incerteza paramétrica, é dado por

ε1 = y − ŷ (4.17)

Portanto, substituindo y e ŷ em (4.17), obtém-se

ε1 = W (s)L(s)(−θ̃>β φu − θ̃>αφy) (4.18)

onde θ̃β = θ̂β − θ∗β e θ̃α = θ̂α − θ∗α, ou com o seguinte modelo compacto:

ε1 = W (s)L(s)(−θ̃>φ) (4.19)

onde θ̃ = [θ̃>β , θ̃
>
α ]> e φ = [φ>u , φ

>
y ]>.

Considere agora a seguinte representação de espaço de estado para (4.19):{
ε̇ = Aeε+Be(−θ̃>φ)
ε1 = C>e ε

(4.20)

onde Ae, Be e Ce são as matrizes associadas à representação de espaço de estado
que tem como função de transferência W (s)L(s) = C>e (sI − Ae)−1Be. Pelo fato de
W (s)L(s) ser ERP, conforme apresentado na seção anterior, o Lema de Kalman-
Yakubovich-Popov (Anderson & Vongpanitlerd 1973, Popov 1973) pode ser usado
para garantir que {

A>e Pe + PeAe = −2Qe

PeBe = Ce
(4.21)

onde Pe = P>e > 0 para alguma matriz Qe = Q>e > 0.

Inicialmente, considere a seguinte candidata à função de Lyapunov:

V (ε, θ̃) =
1

2
ε>Pε+

1

2
θ̃>Γ−1θ̃ > 0 (4.22)

onde Γ = Γ> > 0. A derivada no tempo V̇ , usando (4.20) e (4.21), é dada por

V̇ (ε, θ̃) = 1
2

(
ε̇>Peε+ ε>Peε̇

)
+ 1

2

(
˙̃θ>Γ−1θ̃ + θ̃>Γ−1 ˙̃θ

)
= 1

2

(
(Aeε+Be(−θ̃>φ))>Peε+ ε>Pe(Aeε+Be(−θ̃>φ))

)
+ 1

2

(
2θ̃>Γ−1 ˙̃θ

)
= 1

2

(
ε>(A>e Pe + PeAe)ε+ 2ε>PeBe(−θ̃>φ) + 2θ̃>Γ−1 ˙̃θ

)
A partir de (4.21), garantida pela propriedade ERP de W (s)L(s), e de (4.20), tem-se
que ε>PeBe = ε>Ce = ε1 e a derivada no tempo V̇ pode ser escrita como

V̇ (ε, θ̃) = 1
2

(
ε>(−2Qe)ε+ 2ε1(−θ̃>φ) + 2θ̃>Γ−1 ˙̃θ

)
=−ε>Qeε− ε1θ̃>φ+ θ̃>Γ−1 ˙̃θ
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Considere o método do gradiente para as leis adaptativas que estimam θ∗:

˙̂
θ = ˙̃θ = Γε1φ (4.23)

Portanto, a derivada no tempo V̇ é escrita como

V̇ (ε, θ̃) = −ε>Qε− ε1θ̃>φ+ θ̃>Γ−1Γε1φ

V̇ (ε, θ̃) = −ε>Qε ≤ 0

o que garante [ε>, θ̃>] = [0, 0]> como sendo um ponto de equiĺıbrio estável.

Agora, considere a seguinte candidata à função de Lyapunov para a equação
diferencial em (4.20):

V (ε) =
ε>Peε

2
(4.24)

A derivada no tempo V̇ de (4.24) é dada por

V̇ (ε) = 1
2

(
ε̇>Peε+ ε>Peε̇

)
= 1

2

(
(Aeε+Be(−θ̃>φ))>Peε+ ε>Pe(Aeε+Be(−θ̃>φ))

)
= 1

2

(
ε>(PeAe + A>e Pe)ε+ 2ε>PeBe(−θ̃>φ)

)
= −ε>Qeε+ ε>PeBe(−θ̃>φ)

Novamente, a propriedade ERP de W (s)L(s) garante de (4.21) que PeBe = Ce,
o que implica que ε>PeBe = ε>Ce = ε1. Portanto, a derivada no tempo V̇ é escrita
como

V̇ (ε) = −ε>Qeε− ε1θ̃>φ (4.25)

ou seja,

V̇ (ε) = −ε>Qeε− ε1θ̃>φ

= −ε>Qeε−
2n∑
i=1

[θ̂i − θ∗i ]ε1φi

= −ε>Qeε−
n−1∑
i=0

[β̂i − βi]ε1φu,n−i −
n−1∑
i=0

[α̂i − αi]ε1φy,n−i

(4.26)

Agora, as seguintes leis chaveadas são consideradas para θ̂:{
β̂i = β̄isgn(ε1φu,n−i) + βi,nom, β̄i > |βi − βi,nom|
α̂i = ᾱisgn(ε1φy,n−i) + αi,nom, ᾱi > |αi − αi,nom|

(4.27)

onde os termos βi,nom e αi,nom são os valores nominais dos respectivos parâmetros da
planta, para i = 0, 1, . . . , n− 1. Conforme apresentado no Caṕıtulo 3, as constantes
β̄i e ᾱi representam as amplitudes de chaveamento das estimativas dos parâmetros
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da planta. Utilizando as leis chaveadas em (4.27), a derivada no tempo V̇ fica

V̇ (ε) = −ε>Qeε−
n−1∑
i=0

[β̄isgn(ε1φu,n−i) + βi,nom − βi]ε1φu,n−i

−
n−1∑
i=0

[ᾱisgn(ε1φy,n−i) + αi,nom − αi]ε1φy,n−i

Usando a propriedade sgn(x)x = |x|, obtém-se

V̇ (ε) = −ε>Qeε−
n−1∑
i=0

[β̄i|ε1φu,n−i|+ βi,nomε1φu,n−i − βiε1φu,n−i]

−
n−1∑
i=0

[ᾱi|ε1φy,n−i|+ αi,nomε1φy,n−i − αiε1φy,n−i]

ou seja,

V̇ (ε) = −ε>Qeε−
n−1∑
i=0

[β̄i|ε1φu,n−i| − (βi − βi,nom)ε1φu,n−i]

−
n−1∑
i=0

[ᾱi|ε1φy,n−i| − (αi − αi,nom)ε1φy,n−i]

Como β̄i > |βi − βi,nom| e ᾱi > |αi − αi,nom|, para i = 0, 1, . . . , n− 1, conclui-se que

V̇ (ε) ≤ −ε>Qeε < 0 (4.28)

que garante ε = 0 como um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável,
que implica que ε ∈ L∞ e ε ∈ L2. Como ε1 = C>e ε, tem-se que ε1 ∈ L∞ e ε1 ∈ L2.

Com o uso de leis chaveadas para gerar as estimativas dos parâmetros da planta,
não se pode garantir a convergência para os parâmetros verdadeiros da planta. En-
tretanto, a convergência de ŷ para y é garantida.

Com a análise e as equações apresentadas neste caṕıtulo, o projeto de estimação
de parâmetros está conclúıdo e pode ser combinado com uma grande variedade de
esquemas de controle. Na abordagem de controle adaptativo utilizada nesta tese,
denominada controle adaptativo indireto (Ioannou & Sun 1996, Sastry & Bodson
1989), as estimativas dos parâmetros da planta são calculadas on-line pelo uso de leis
chaveadas conforme (4.27) e são usadas para calcular os parâmetros do controlador
de uma lei de controle por posicionamento de polos, conforme será apresentado nos
próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 5

VS-APPC

5.1 Introdução

O Caṕıtulo 2 apresentou o projeto de controle por posicionamento de polos
(PPC), utilizando a abordagem polinomial, onde os parâmetros da planta são co-
nhecidos, ou desconhecidos tendo os respectivos limitantes inferior e superior conhe-
cidos. Foi apresentado que uma lei de controle com parâmetros fixos pode atingir
perfeitamente o objetivo de posicionamento de polos para cada caso. A abordagem
polinomial também pode ser usada para o caso onde se deseja estimar os parâme-
tros desconhecidos da planta para então calcular os parâmetros da lei de controle.
O Caṕıtulo 4 apresentou uma forma de realizar a parametrização da planta a ser
estimada e controlada e assim projetar a lei adaptativa, que pode ser integral, como
o método do gradiente, ou chaveada, conforme usado nos controladores VS-MRAC
e VS-APPC. A parametrização em questão pode ser utilizada para a estimação de
parâmetros de diversos esquemas de controle adaptativo. Portanto, este caṕıtulo
apresenta o projeto do VS-APPC, uma das contribuições desta tese, tendo como
base os dois caṕıtulos supracitados, ou seja, o problema de estimar parâmetros des-
conhecidos da planta através de leis chaveadas é combinado ao problema de controle
por posicionamento de polos, visando obter um projeto robusto a perturbações e va-
riações paramétricas, tanto para plantas de fase mı́nima como de fase não-mı́nima.

O VS-APPC foi apresentado para o caso geral em trabalhos anteriores (Silva
Junior & Araújo 2005, Silva Junior & Araújo 2006a), mas com abordagens de pa-
rametrização da planta ligeiramente diferentes do que está sendo apresentado nesta
tese. Este caṕıtulo apresenta vários resultados de simulação comparando o desem-
penho do APPC e do VS-APPC, quando aplicados a plantas de fase não-mı́nima.

5.2 Descrição do Problema

O projeto do VS-APPC utilizando a abordagem polinomial é semelhante ao
projeto do PPC, apresentado na Seção 2.2, pois utiliza a mesma lei de controle e
o mesmo mapeamento entre parâmetros da planta e do controlador. A diferença é
que o projeto do VS-APPC é voltado para plantas cujos parâmetros são incertos, e
por isso calcula os parâmetros do controlador usando estimativas dos parâmetros da
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planta e não os verdadeiros parâmetros, como acontece no projeto do PPC. Essas
estimativas são calculadas através de leis chaveadas oriundas da teoria de Sistemas
com Estrutura Variável (Utkin 1977, Utkin 1978). Calculadas as estimativas em cada
instante de tempo t, o mapeamento entre estimativas e parâmetros do controlador
é feito como no caso do PPC, onde a solução de uma Equação Diofantina permite
encontrar os parâmetros adaptativos da lei de controle.

A planta considerada no projeto do VS-APPC tem a forma

y =
Z(s)

R(s)
u =

βn−1s
n−1 + βn−2s

n−2 + . . .+ β1s+ β0
sn + αn−1sn−1 + αn−2sn−2 + . . .+ α1s+ α0

u (5.1)

Os coeficientes da função de transferência da planta formam o vetor de parâmetros

θ∗ = [θ∗>β , θ∗>α ]> (5.2)

onde
θ∗β = [βn−1, βn−2, . . . , β1, β0]

>, θ∗α = [αn−1, αn−2, . . . , α1, α0]
> (5.3)

O objetivo de controle é escolher o sinal de controle u para que os polos de malha
fechada sejam posicionados nas ráızes de um polinômio mônico Hurwitz B(s) e y
siga um sinal de referência r que satisfaz

Qm(s)r = 0 (5.4)

onde Qm(s) é um polinômio mônico conhecido de grau q, chamado modelo interno
de r (Francis & Wonham 1975). Portanto, para alcançar o objetivo de controle, as
seguintes hipóteses sobre a planta são necessárias, de maneira similar ao projeto do
APPC (Ioannou & Sun 1996):

Hipótese 5.1. R(s) é um polinômio mônico cujo grau n é conhecido.

Hipótese 5.2. Z(s) é um polinômio cujo grau m < n é conhecido.

Hipótese 5.3. Z(s) e R(s) são coprimos.

Hipótese 5.4. Z(s) e Qm(s) são coprimos.

5.3 Parametrização e Leis Chaveadas

Conforme foi visto no Caṕıtulo 4, o projeto das leis chaveadas se inicia reescre-
vendo a planta (5.1) como o modelo paramétrico

y = W (s)L(s)(θ∗>β φu + θ∗>α φy − λ>φy) (5.5)

onde
φu = L−1(s)ψu, φy = L−1(s)ψy (5.6)

ψu = [sn−1u, sn−2u, . . . , su, u]>, ψy = [−sn−1y,−sn−2y, . . . ,−sy,−y]>
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θ∗β = [βn−1, . . . , β1, β0]
>, θ∗α = [αn−1, . . . , α1, α0]

>

e o polinômio L(s) é um polinômio Hurwitz escolhido para tornar W (s)L(s) uma
função ERP, onde W (s) é uma função de transferência dada por

W (s) =
1

Λ(s)
=

1

sn + λn−1sn−1 + . . .+ λ1s+ λ0

e onde os coeficientes de Λ(s) formam o vetor

λ = [λn−1, . . . , λ1, λ0]
>

Para estimar o sinal de sáıda y, um modelo série-paralelo é constrúıdo com base
no modelo paramétrico (5.5), ou seja, a estimativa ŷ é gerada por um modelo cujos
verdadeiros parâmetros de (5.5) são substitúıdos pelas suas respectivas estimativas,
conforme segue:

ŷ = W (s)L(s)(θ̂>β φu + θ̂>αφy − λ>φy) (5.7)

onde
θ̂β = [β̂n−1, . . . , β̂1, β̂0]

>, θ̂α = [α̂n−1, . . . , α̂1, α̂0]
>

Conforme (4.27), o cálculo das estimativas dos parâmetros da planta é feito
através das seguintes leis chaveadas:{

β̂i = β̄isgn(ε1φu,n−i) + βi,nom, β̄i > |βi − βi,nom|
α̂i = ᾱisgn(ε1φy,n−i) + αi,nom, ᾱi > |αi − αi,nom|

(5.8)

onde os termos βi,nom e αi,nom são os valores nominais dos respectivos parâmetros da
planta, para i = 0, 1, . . . , n−1, e o erro de estimação ε1 é calculado como ε1 = y− ŷ.

As leis chaveadas em (5.8) geram estimativas on-line θ̂β e θ̂α dos vetores de
coeficientes, θ∗β de Z(s) e θ∗α de R(s), respectivamente, para formar os polinômios
da planta estimados:

Ẑ(s) = β̂n−1s
n−1 + . . .+ β̂1s+ β̂0

R̂(s) = sn−1 + α̂n−1s
n−1 + . . .+ α̂1s+ α̂0

5.4 Cálculo dos Parâmetros do Controlador

Os polinômios estimados da planta são usados para computar os polinômios
estimados do controlador L̂c(s, t) e P̂c(s, t) pela resolução da equação Diofantina

L̂c(s)Qm(s)R̂(s) + P̂c(s)Ẑ(s) = B(s) (5.9)

ou pela resolução da equação algébrica

Âsx̂s = bs (5.10)
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onde Âs é a matriz de Sylvester de R̂(s)Qm(s) e Ẑ(s); x̂s contém os coeficientes de
L̂c(s) e P̂c(s); e bs contém os coeficientes de B(s), ou seja,

Âs =



γ̂n+q 0 · · · 0 0
... γ̂n+q

. . .
...

...

γ̂1
...

. . . 0
...

γ̂0 γ̂1
. . . γ̂n+q 0

0 γ̂0
. . .

... γ̂n+q
... 0

. . . γ̂1
...

...
...

. . . γ̂0 γ̂1
0 0 · · · 0 γ̂0

β̂n+q 0 · · · 0 0
... β̂n+q

. . .
...

...

β̂1
...

. . . 0
...

β̂0 β̂1
. . . β̂n+q 0

0 β̂0
. . .

... β̂n+q
... 0

. . . β̂1
...

...
...

. . . β̂0 β̂1
0 0 · · · 0 β̂0


(5.11)

bs = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b>]> = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, b2n+q−2, b2n+q−3, . . . , b1, b0]
> ∈ R2n+2q (5.12)

x̂s = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, x̂>]> ∈ R2n+2q (5.13)

x̂ = [l̂n−2, l̂n−3, . . . , l̂0, p̂n+q−1, p̂n+q−2, . . . , p̂1, p̂0]
> ∈ R2n+q−1 (5.14)

onde os elementos γ̂i, para i = 0, 1, . . . , n + q, são os coeficientes de Qm(s)R̂(s) e l̂i
e p̂i são os coeficientes de

P̂c(s) = p̂n+q−1s
n+q−1 + . . .+ p̂1s+ p̂0

L̂c(s) = sn−1 + l̂n−2s
n−2 + . . .+ l̂1s+ l̂0

Como Qm(s)R̂(s) é um polinômio mônico, tem-se que γ̂n+q = 1. Como Ẑ(s) tem

grau m < n, tem-se que β̂n+q = β̂n+q−1 = · · · = β̂m+1 = 0.

5.5 Lei de Controle

Calculados os parâmetros do controlador, que formam o vetor x̂, conforme (5.14),
a lei de controle do VS-APPC é então formada como

u = − P̂c(s)

L̂c(s)Qm(s)
e1 (5.15)
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Figura 5.1: Diagrama de blocos do VS-APPC, utilizando a abordagem polinomial.

onde e1 = y− r é o erro de rastreamento, ou de maneira alternativa, para evitar que
o denominador de (5.15) tenha polos instáveis, como

u =
Λc(s)− L̂c(s)Qm(s)

Λc(s)
u− P̂c(s)

Λc(s)
e1 (5.16)

onde Λc(s) é um polinômio mônico Hurwitz de grau n+ q− 1. A Figura 5.1 mostra
o diagrama de blocos do VS-APPC.

5.6 Resultados de Simulações

Nesta seção são apresentados resultados de simulações computacionais no soft-
ware Matlab R©, comparando a aplicação do APPC e do VS-APPC, quando aplicados
a plantas de segunda ordem e fase não-mı́nima, utilizando para a lei de controle a
abordagem polinomial, em ambos os casos. As derivadas são implementadas via
aproximação de Euler, utilizando um passo de integração de 1ms. Todas as simu-
lações apresentadas nesta seção são realizadas com condições iniciais da planta e
do modelo iguais a zero e o sinal de referência assumido é do tipo degrau unitário
(r = 1), e, portanto, tem-se que Qm(s) = s e q = 1.

O modelo paramétrico para a estimação de ŷ é constrúıdo com a seguinte função
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de transferência ERP:

W (s)L(s) =
L(s)

Λ(s)
=

s+ 2

(s+ 1)(s+ 3)
(5.17)

e, portanto, tem-se que

λ = [4, 3]> φu = L−1(s)[u̇, u]>, φy = L−1(s)[−ẏ,−y]>

e a lei de controle tem a forma

u = − p̂2s
2 + p̂1s+ p̂0

s(s+ l̂0)
e1

Os polinômios caracteŕısticos utilizados nas simulações a seguir foram escolhidos
através de testes prévios que tiveram como objetivo apenas obter uma resposta
satisfatória em termos de desempenho, evitando também altas magnitudes do sinal
de controle, não seguindo portanto nenhum critério espećıfico mais ŕıgido. O objetivo
principal das simulações é ilustrar as propriedades da ideia proposta nesta tese,
ou seja, dado um polinômio caracteŕıstico Hurwitz, verificar como o controlador
proposto se comporta em relação a outras estratégias e condições adversas como
variações paramétricas e perturbações.

Para as simulações a seguir, serão considerados alguns ı́ndices de desempenho
médio para comparar APPC e VS-APPC. São eles: Integral do Valor Absoluto do
Erro (Integral of Absolute Error - IAE), Integral do Quadrado do Erro (Integral of
Squared Error - ISE), Integral do Tempo Multiplicado pelo Valor Absoluto do Erro
(Integral of Time Multiply Absolute Error - ITAE), Integral do Tempo Multiplicado
pelo Quadrado do Erro (Integral of Time Multiply Squared Error - ITSE) e Consumo
de Energia (Energy Consumption - Eu). Estes ı́ndices são fáceis de calcular e de
interpretar e são flex́ıveis para os diversos casos comumente encontrados na prática,
pois podem ser usados sobre diferentes respostas dinâmicas obtidas de diferentes
sistemas, permitindo assim classificar e comparar as respostas analisadas a um com-
portamento padrão. Um estudo do uso destes ı́ndices de desempenho em medições
de qualidade da resposta de sistemas dinâmicos é apresentado por Duarte-Mermoud
& Prieto (2004). O cálculo de cada ı́ndice é apresentado a seguir, onde tmax é o
tempo de simulação.

IAE =

∫ tmax

t=0

|e1(t)|dt (5.18)

ISE =

∫ tmax

t=0

e21(t)dt (5.19)

ITAE =

∫ tmax

t=0

t|e1(t)|dt (5.20)

ITSE =

∫ tmax

t=0

te21(t)dt (5.21)
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Eu =

∫ tmax

t=0

|u(t)|dt (5.22)

5.6.1 Planta de 2a Ordem de Fase Não-Mı́nima Estável

A primeira simulação é feita com uma planta de fase não-mı́nima estável, cuja
função de transferência é dada por

G(s) =
Z(s)

R(s)
=

β1s+ β0
s2 + α1s+ α0

=
2s− 10

s2 + 8s+ 16
(5.23)

Considera-se também que os parâmetros dessa planta são desconhecidos, mas estão
contidos em regiões conhecidas. Esse conhecimento é útil para projetar as ampli-
tudes das leis chaveadas, conforme (5.8). Portanto, considera-se nesta seção que os
intervalos onde se encontram os parâmetros da planta são conhecidos e formam uma
planta intervalar cuja função de transferência é dada por

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[β1]s+ [β0]

s2 + [α1]s+ [α0]
=

[1.6, 2.8]s+ [−10.3,−9.1]

s2 + [7.7, 8.8]s+ [15.5, 16.9]
(5.24)

O objetivo é posicionar os polos de malha fechada de maneira que seus valores sejam
iguais aos das ráızes do seguinte polinômio caracteŕıstico:

B(s) = s4 + 21s3 + 168.75s2 + 614.25s+ 853.0313 (5.25)

que tem como ráızes: r1 = −5.25 + 1.8107i, r2 = −5.25 − 1.8107i, r3 = −5.25 +
0.3107i e r4 = −5.25− 0.3107i. Não foi utilizado nenhum critério para projetar esse
polinômio caracteŕıstico.

Procurando comparar o desempenho do APPC e do VS-APPC de maneira igua-
litária, apesar das leis adaptativas serem diferentes, são considerados como valores
iniciais das estimativas usadas nas leis integrais do APPC os parâmetros nominais
de (5.24), ou seja, o centro de cada coeficiente intervalar de (5.24). Portanto, no caso
do APPC, tem-se: β̂1(0) = 2.2, β̂0(0) = −9.7, α̂1(0) = 8.25 e α̂0(0) = 16.2. No caso
do VS-APPC, tem-se: β1,nom = 2.2, β0,nom = −9.7, α1,nom = 8.25 e α0,nom = 16.2.
Dessa forma, os parâmetros a serem testados e modificados buscando os melhores
resultados são os ganhos adaptativos, no caso do APPC, e as amplitudes dos relés,
no caso do VS-APPC.

Para analisar o comportamento do APPC e do VS-APPC sob condições adversas,
as primeiras simulações foram feitas sob condições ideais, ou seja, sem variações
paramétricas ou perturbações. O objetivo destas simulações era obter constantes
de projeto para cada caso que propiciassem o menor tempo de convergência do
sinal de sáıda da planta para o sinal de referência, a partir de t = 0, considerando
uma tolerância de 2%, que é conhecido como tempo de estabilização ou acomodação
(ts). No caso do APPC, as constantes de projetos são os ganhos adaptativos da
lei integral conforme (4.23), que formam a matriz Γ. No caso do VS-APPC, as
constantes de projeto são as amplitudes dos relés das leis chaveadas conforme (5.8).
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Figura 5.2: APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável.
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Figura 5.3: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável.

As constantes obtidas para cada caso (APPC e VS-APPC) são usadas em todos os
demais resultados apresentados para a planta (5.23).

No caso do APPC, o menor tempo obtido ao longo dos testes foi ts = 0.604s,
resultando numa porcentagem de overshoot de 1.98% e numa porcentagem de un-
dershoot de 38.71%, utilizando a seguinte matriz de ganhos adaptativos na lei inte-
gral conforme (4.23):

Γ =


84 0 0 0
0 90 0 0
0 0 235 0
0 0 0 90

 (5.26)

No caso do VS-APPC, o menor tempo obtido ao longo dos testes foi ts = 0.821s,
o que resultou numa porcentagem de overshoot de 1.99% e numa porcentagem de
undershoot de 30.19%, utilizando as seguintes amplitudes para os relés: β̄1 = 1.5,
β̄0 = 0.61, ᾱ1 = 0.64 e ᾱ0 = 0.72. Pode-se notar que as amplitudes selecionadas
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Figura 5.4: Comportamento dos polos de malha fechada do APPC (a) e do VS-APPC (b) aplicados
a uma planta de fase não-mı́nima estável sem variações paramétricas e perturbações.

obedecem as restrições impostas pelas leis chaveadas em (5.8). As Figuras 5.2 e
5.3 apresentam o resultado da aplicação do APPC e do VS-APPC à planta (5.23),
respectivamente, utilizando as constantes de projeto escolhidas para cada caso, du-
rante 5s. São apresentados o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b)
em cada figura. Pode-se notar que o comportamento do sinal de sáıda é bastante
parecido nos dois casos, inclusive bastante suave, mas a diferença viśıvel e esperada
é no comportamento do sinal de controle, que no caso do APPC é suave e no caso
do VS-APPC é chaveado, embora com magnitude inferior ao que é visto quando se
utiliza o VS-MRAC.

A Figura 5.4 mostra o comportamento dos polos de malha fechada na aplicação
dos dois controladores à planta descrita por (5.23). Pode-se notar que no caso do
APPC, os polos vão se modificando de maneira suave, à medida que as estimativas
dos parâmetros da planta vão sendo atualizadas pelo método do gradiente. Já no
caso do VS-APPC, quase todos os polos permanecem mais concentrados numa região
menor. Essa diferença nas figuras já era esperada, pois a adaptação de parâmetros
do APPC é feita por uma lei integral, possibilitando uma grande quantidade de
variações nos valores das estimativas ao longo da simulação, diferentemente do VS-
APPC, onde cada estimativa só pode ter dois valores, o que faz com que os polos de
malha fechada assumam poucas posições ao longo da simulação.

Na simulação seguinte, utilizando as mesmas constantes de projeto da simulação
anterior, para ambos os controladores é feita uma perturbação aditiva do tipo degrau
(d = 0.7) na sáıda da planta, a partir do instante t = 5s, e também uma variação
paramétrica em todos os parâmetros da planta, a partir do instante t = 10s, para
os valores: β1 = 2.8, β0 = −9.1, α1 = 7.7 e α0 = 16.9. Pode-se notar que cada
parâmetro será alterado para o seu respectivo limitante. A Figura 5.5 apresenta o
sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do APPC
à planta em (5.23), e a Figura 5.6 apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal
de controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC à mesma planta.
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Figura 5.5: APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável, sujeita a
variações paramétricas e perturbação na sáıda.
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Figura 5.6: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável, sujeita
a variações paramétricas e perturbação na sáıda.

Analisando o desempenho do APPC, pode-se observar que a perturbação aditiva
causa uma enorme alteração no sinal de sáıda da planta, graças ao alto valor atingido
pelo sinal de controle. Entretanto, alguns segundos depois a planta volta a rastrear
a referência normalmente. As variações paramétricas realizadas no instante t = 10s
afetam muito pouco o desempenho do sistema. Pode-se perceber também nessa
simulação uma caracteŕıstica t́ıpica de controladores adaptativos convencionais, que
é o sinal de controle bastante suave.

No caso do VS-APPC, a considerável perturbação aditiva altera naturalmente
o sinal de sáıda, mas sem tanto esforço do sinal de controle para manter o rastrea-
mento, diferentemente do que aconteceu no caso do APPC. A variação paramétrica
causou uma mudança um pouco mais acentuada que no caso do APPC, mas também
pouco significativa. Pode-se notar que o sinal de controle apresenta chattering, prin-
cipalmente nos primeiros segundos de simulação, mas com amplitude bem menor
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do que algumas versões do VS-MRAC. A lei de controle da abordagem polinomial
favorece esse comportamento, já que nela são usados n+q−1 integradores, conforme
(5.15), incluindo o modelo interno.

A Figura 5.7 mostra os polos de malha fechada durante os 15s da simulação em
questão tanto na aplicação do APPC (a), quanto na aplicação do VS-APPC (b).
Pode-se notar que o desempenho do APPC é bastante prejudicado pela perturbação
na sáıda da planta, tendo como resultado polos de malha fechada bastante dispersos,
inclusive entrando no semiplano direito em alguns momentos. No caso do VS-APPC,
os polos se mantêm mais estáticos e concentrados numa região menor, mas pode-se
perceber também que em alguns instantes de tempo os polos passam para o se-
miplano direito, de maneira mais discreta que no caso do APPC. A forma como
os polos de malha fechada em ambos os casos se comportam já era esperada, pois
ocorre uma adaptação integral (e suave) das estimativas dos parâmetros da planta
no caso do APPC, e uma adaptação chaveada (e brusca) no caso do VS-APPC, con-
forme dito anteriormente. Outra caracteŕıstica viśıvel na Figura 5.7 é que o objetivo
do posicionamento de polos desejado conforme definido por (5.25) não é atingido,
nem quando a planta está livre de problemas que afetam seu desempenho. Como
são controladores projetados para uma planta desconhecida e que têm parâmetros
variando ao longo do tempo, é imposśıvel garantir nesse caso que os polos de malha
fechada permaneçam numa única posição.

A Tabela 5.1 mostra os ı́ndices de desempenho do APPC e do VS-APPC para
a simulação em questão. Os dados obtidos para o VS-APPC superam o APPC no
caso desta simulação, o que pôde ser percebido nas figuras dos resultados.

5.6.2 Planta de 2a Ordem de Fase Não-Mı́nima Instável

Na segunda simulação, considera-se uma planta de fase não-mı́nima instável, cuja
função de transferência é dada por

G(s) =
Z(s)

R(s)
=

β1s+ β0
s2 + α1s+ α0

=
3s− 1

s2 − s+ 9
(5.27)

Tabela 5.1: Comparação de desempenho entre APPC e VS-APPC para uma planta
de fase não-mı́nima estável com variações paramétricas e perturbação na sáıda.

APPC VS-APPC
IAE 1.8256e+03 979.6558
ISE 1.3266e+03 702.1353
ITAE 8.7708e+03 2.7984e+03
ITSE 5.1699e+03 1.3248e+03
Eu 1.8181e+04 1.3512e+04
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Figura 5.7: Comportamento dos polos de malha fechada do APPC (a) e do VS-APPC (b) aplicados
a uma planta de fase não-mı́nima estável com variações paramétricas e perturbação na sáıda.

Considera-se também que os parâmetros dessa planta são desconhecidos, mas es-
tão contidos em intervalos fechados conhecidos, assim como na simulação anterior,
formando uma planta intervalar cuja função de transferência é dada por

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[β1]s+ [β0]

s2 + [α1]s+ [α0]
=

[2.8, 3.3]s+ [−1.3,−0.9]

s2 + [−1.4,−0.7]s+ [8.2, 9.3]
(5.28)

O objetivo é posicionar os polos de malha fechada de maneira que seus valores sejam
iguais às ráızes do seguinte polinômio caracteŕıstico:

B(s) = s4 + 7s3 + 18.75s2 + 22.75s+ 10.5313 (5.29)

cujos valores são: r1 = −1.7500 + 0.6036i, r2 = −1.7500− 0.6036i, r3 = −1.7500 +
0.1036i e r4 = −1.7500− 0.1036i.

Da mesma forma que na simulação anterior, são considerados como valores ini-
ciais das estimativas usadas nas leis integrais do APPC os parâmetros nominais de
(5.28), ou seja, o centro de cada coeficiente intervalar de (5.28). Portanto, no caso do
APPC, tem-se: β̂1(0) = 3.05, β̂0(0) = −1.1, α̂1(0) = −1.05 e α̂0(0) = 8.75. No caso
do VS-APPC, tem-se: β1,nom = 3.05, β0,nom = −1.1, α1,nom = −1.05 e α0,nom = 8.75.
Dessa forma, os parâmetros a serem testados e modificados buscando os melhores
resultados são os ganhos adaptativos, no caso do APPC, e as amplitudes dos relés,
no caso do VS-APPC.

Assim como foi feito para a planta anterior, para realizar alguns testes de ro-
bustez, as constantes de projeto do APPC e do VS-APPC foram obtidas ao longo
de testes que buscavam obter o menor tempo de estabilização em cada caso, sem
qualquer tipo de perturbação no sistema. No caso do APPC, o menor tempo ob-
tido foi ts = 6.857s, com porcentagem de overshoot de 9.91% e porcentagem de
undershoot de 111.22%, utilizando a seguinte matriz de ganhos adaptativos na lei
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Figura 5.8: APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a variações paramétricas.
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Figura 5.9: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a variações paramétricas.

integral conforme (4.23):

Γ =


5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 63 0
0 0 0 1500

 (5.30)

No caso do VS-APPC, o menor tempo obtido ao longo dos testes foi ts = 9.148s,
resultando numa porcentagem de overshoot de 18.06% e numa porcentagem de un-
dershoot de 119.87%, utilizando as seguintes amplitudes para os relés: β̄1 = 0.26,
β̄0 = 0.22, ᾱ1 = 0.36 e ᾱ0 = 2. As amplitudes obedecem as restrições impostas pelas
leis chaveadas em (5.8). Os resultados obtidos com essas constantes, bem piores que
no caso da planta anterior, já demonstram a dificuldade em se controlar uma planta
de fase não-mı́nima instável. Com as constantes de projeto escolhidas, a seguir são
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Figura 5.10: Comportamento dos polos de malha fechada do APPC (a) e do VS-APPC (b) aplicados
a uma planta de fase não-mı́nima instável com variações paramétricas.

apresentados os testes de robustez.

O primeiro teste com a planta em (5.27) foi de variar os seus parâmetros a
partir do instante t = 20s para: β1 = 2.8, β0 = −1.3, α1 = −1.4 e α0 = 8.2, com a
simulação completa durando 40s. Novamente, a variação paramétrica visa colocar os
parâmetros nos seus respectivos limitantes, conforme (5.28). A Figura 5.8 apresenta
o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do APPC
à planta em (5.27), e a Figura 5.9 apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal
de controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC à mesma planta. Pode-se notar
que o sistema se torna instável no caso do APPC, a partir do momento em que as
variações paramétricas ocorrem. Os gráficos apresentados na Figura 5.8 mostram os
sinais até poucos instantes após a variação paramétrica, para melhor visualização do
crescimento dos sinais. No caso do VS-APPC, a sáıda do sistema sofre uma grande
alteração no instante t = 20s, mas mantém o rastreamento após alguns segundos.
O sinal de controle nessa simulação apresenta chattering com uma amplitude maior
que na simulação anterior.

A Figura 5.10 mostra os polos de malha fechada tanto na aplicação do APPC
(a), quanto na aplicação do VS-APPC (b). No caso do APPC, estão sendo mos-
trados os polos de malha fechada somente até alguns décimos de segundo passados
das variações paramétricas, assim como a Figura 5.8, já que essa situação gera erro
numérico no software. No caso do VS-APPC, os polos de malha fechada são apresen-
tados para toda a simulação. Pode-se notar que o desempenho do APPC é bastante
prejudicado pela perturbação na sáıda da planta, tendo como resultado polos de
malha fechada bastante dispersos, inclusive entrando em grande parte da simulação
no semiplano direito, o que comprova o comportamento apresentado na Figura 5.8.
No caso do VS-APPC, os polos se mantêm numa região próxima, mas bastante es-
palhados. Além disso, a variação paramétrica causa o posicionamento dos polos no
semiplano direito em alguns instantes de tempo, embora mais próximos à origem
que no caso do APPC. Percebe-se mais uma vez que o objetivo do posicionamento
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Figura 5.11: APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a variações paramétricas.
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Figura 5.12: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável,
sujeita a variações paramétricas.

de polos desejado conforme (5.29) não é atingido.

No segundo teste, ainda com a mesma planta, novamente é feita uma variação
em todos os parâmetros, a partir do instante de tempo t = 20s da seguinte forma:
β1 = 3.3, β0 = −0.9, α1 = −1.4 e α0 = 8.2. A Figura 5.11 apresenta o sinal de
sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do APPC à planta
em (5.27), e a Figura 5.12 apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de
controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC à mesma planta. Nessa simulação,
o APPC tem desempenho melhor que o VS-APPC, já que mantém o sinal de sáıda
da planta rastreando a referência após alguns segundos da variação paramétrica,
diferentemente do VS-APPC, onde a sáıda da planta se torna oscilatória a partir
de t = 20s. A Figura 5.13 mostra os polos de malha fechada na aplicação de cada
controlador. Dessa vez, há uma grande concentração de polos próxima à origem, no
caso do VS-APPC, o que pode explicar o comportamento da simulação atual. No
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Figura 5.13: Comportamento dos polos de malha fechada do APPC (a) e do VS-APPC (b) aplicados
a uma planta de fase não-mı́nima instável com variações paramétricas.

caso do APPC, diferentemente da simulação anterior em que os polos apareciam mais
no semiplano direito, o comportamento dos polos é mais concentrado no semiplano
esquerdo, mesmo após as variações paramétricas.

O terceiro teste é a aplicação de uma perturbação aditiva do tipo degrau (d = 0.3)
na sáıda da planta, a partir do instante t = 20s. A Figura 5.14 apresenta o sinal
de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do APPC à
planta em (5.27), e a Figura 5.15 apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de
controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC à mesma planta. Pode-se notar que
no caso do APPC o sistema se torna instável a partir de t = 20s. Já o VS-APPC
apresenta robustez a essa perturbação, que é uma caracteŕıstica dos sistemas com
estrutura variável, além de apresentar alta magnitude do chattering.

A Figura 5.16 mostra o comportamento dos polos de malha fechada durante
a aplicação de ambos os controladores. Da mesma forma que a Figura 5.10, os
polos de malha fechada no caso do APPC são mostrados até poucos instantes após
a perturbação, e não durante a simulação completa, já que ocorre erro numérico,
impossibilitando a construção completa da imagem. Pode-se notar ainda no caso do
APPC, num determinado instante de tempo, que os polos chegam a ter valor real
maior que 450, o que explica a instabilidade do sistema. No caso do VS-APPC, os
polos se concentram durante todo o tempo no semiplano esquerdo.

5.7 Comentários Finais

As simulações apresentadas neste caṕıtulo mostram que plantas de fase não-
mı́nima apresentam considerável dificuldade em seu projeto de controle, tanto para
a escolha dos polos de malha fechada como para a escolha dos parâmetros de pro-
jeto. Caracteŕısticas como undershoot e cruzamentos da origem ficaram bastante
evidentes nos resultados de simulações apresentados neste caṕıtulo. Se além de ter
zeros no semiplano direito, a planta é instável, a dificuldade é ainda maior. Em
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Figura 5.14: APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a uma perturbação na sáıda.
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Figura 5.15: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável,
sujeita a uma perturbação na sáıda.

alguns dos testes realizados, a escolha inadequada de constantes de projeto levou o
sistema à instabilidade, graças a sua grande sensibilidade. Portanto, para esse tipo
de sistema, o projeto de controle deve ser feito buscando altos ı́ndices de robustez,
principalmente se há um considerável desconhecimento dos parâmetros.

Os resultados mostraram que tanto o APPC quanto o VS-APPC apresentam
robustez a variações paramétricas em determinados casos. Quando foi testada uma
planta instável, o desempenho em ambos os casos se alternou. Numa determinada
variação, o APPC teve desempenho superior ao VS-APPC, e na outra ocorreu o con-
trário. Por outro lado, o VS-APPC apresentou vantagem clara no que diz respeito a
robustez e desempenho a perturbações na sáıda da planta, que é um dos objetivos da
ideia original de se combinar controle adaptativo convencional com a teoria de siste-
mas com estrutura variável. Em termos de desempenho transitório, considerando-se
a abordagem polinomial, pode-se notar que o VS-APPC não apresenta vantagens
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Figura 5.16: Comportamento dos polos de malha fechada do APPC (a) e do VS-APPC (b) aplicados
a uma planta de fase não-mı́nima instável com uma perturbação na sáıda.

significativas em relação ao APPC, diferentemente do que acontece com o VS-MRAC
em relação ao MRAC. O motivo é provavelmente o sinal de controle mais suave, com
chattering de amplitude menor que nas versões do VS-MRAC, que é uma vantagem
em termos práticos, mas diminui consideravelmente a possibilidade de se ter um
transitório significativamente melhor que no caso do APPC.

Os resultados mostraram também que mesmo usando uma lei de controle por
posicionamento de polos, tanto o APPC como o VS-APPC não atingem o objetivo
de posicionar os polos conforme as ráızes de um polinômio caracteŕıstico escolhido.
Esta é uma deficiência de ambos os controladores e será considerada no projeto
apresentado no próximo caṕıtulo desta tese.



Caṕıtulo 6

IVS-APPC

6.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta o projeto do IVS-APPC, que é a combinação do projeto
de estimação de parâmetros apresentado no Caṕıtulo 4 com o projeto de controle por
posicionamento de polos intervalar apresentado no Caṕıtulo 2. O projeto do IVS-
APPC é bastante parecido com o projeto do VS-APPC, apresentado no Caṕıtulo 5,
mas existem algumas diferenças importantes. A primeira delas é que o IVS-APPC
tem como objetivo posicionar os polos de malha fechada numa região definida pelas
ráızes de um polinômio caracteŕıstico intervalar, diferentemente do VS-APPC que
busca posicionar os polos em posições pontuais definidas por um único polinômio
caracteŕıstico. Além disso, o projeto do IVS-APPC inclui determinar previamente
uma lei de controle intervalar, que consiste em definir limitantes mı́nimo e máximo
para cada parâmetro da lei de controle de modo a garantir o posicionamento de polos
regional desejado, ou seja, se os parâmetros do controlador se mantêm dentro das
faixas previamente estabelecidas, o posicionamento de polos regional é garantido,
e, consequentemente, a estabilidade do sistema em malha fechada também está ga-
rantida. O controlador intervalar é determinado previamente por um algoritmo de
otimização que busca solucionar um problema de Programação Não-Linear. Simu-
lações são apresentadas comparando o desempenho do VS-APPC e do IVS-APPC
na aplicação a plantas de fase não-mı́nima.

6.2 Descrição do Problema

Considere uma planta SISO LTI representada como

y = G(s)u =
Z(s)

R(s)
u =

βn−1s
n−1 + βn−2s

n−2 + . . .+ β1s+ β0
sn + αn−1sn−1 + αn−2sn−2 + . . .+ α1s+ α0

u (6.1)

A planta considerada no projeto do IVS-APPC é representada como

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[βn−1]s
n−1 + . . .+ [β1]s+ [β0]

sn + [αn−1]sn−1 + . . .+ [α1]s+ [α0]
(6.2)
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Portanto, considera-se que os coeficientes desconhecidos da planta real, represen-
tada por G(s) em (6.1), têm incertezas limitadas. Ou seja, os limitantes mı́nimo e
máximo de cada coeficiente de G(s) são representados pelos respectivos coeficientes
intervalares de [G(s)], tais que βi ∈ [βi] = [β−i , β

+
i ] e αi ∈ [αi] = [α−i , α

+
i ], para

i = 0, 1, . . . , n − 1. Os coeficientes da função de transferência da planta intervalar
formam o vetor de parâmetros

[θ∗] = [[θ∗>β ], [θ∗>α ]]> (6.3)

onde

[θ∗β] = [[βn−1], [βn−2], . . . , [β1], [β0]]
>, [θ∗α] = [[αn−1], [αn−2], . . . , [α1], [α0]]

> (6.4)

O objetivo deste caṕıtulo é projetar uma lei de controle adaptativo robusto que
mantém os polos de malha fechada dentro de uma região convexa especificada pelas
ráızes de um polinômio caracteŕıstico intervalar mônico Hurwitz [B(s)], escolhido
com base nas especificações de desempenho em malha fechada e cuja estabilidade
é garantida pelo Teorema de Kharitonov (Kharitonov 1979), mesmo na presença
de variações paramétricas conhecidas. Além disso, deseja-se que o sinal de sáıda
da planta y siga um sinal de referência uniformemente limitado, que é assumido
satisfazer:

Qm(s)r = 0 (6.5)

onde Qm(s) é um polinômio mônico conhecido de grau q, chamado modelo interno
de r (Francis & Wonham 1975). Portanto, para alcançar o objetivo de controle, as
seguintes hipóteses sobre a planta são necessárias, de maneira similar ao projeto do
APPC (Ioannou & Sun 1996) e do VS-APPC (Caṕıtulo 5):

Hipótese 6.1. [R(s)] é um polinômio intervalar mônico cujo grau n é conhecido.

Hipótese 6.2. [Z(s)] é um polinômio intervalar cujo grau m < n é conhecido.

Hipótese 6.3. [Z(s)] e [R(s)] são robustamente coprimos.

Hipótese 6.4. Qm(s) e [Z(s)] são robustamente coprimos.

6.3 Parametrização e Leis Chaveadas

Conforme foi visto no Caṕıtulo 4, o projeto das leis chaveadas se inicia reescre-
vendo a planta (6.1) como o modelo paramétrico

y = W (s)L(s)(θ∗>β φu + θ∗>α φy − λ>φy) (6.6)

onde
φu = L−1(s)ψu, φy = L−1(s)ψy

ψu = [sn−1u, sn−2u, . . . , su, u]>, ψy = [−sn−1y,−sn−2y, . . . ,−sy,−y]>
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θ∗β = [βn−1, . . . , β1, β0]
>, θ∗α = [αn−1, . . . , α1, α0]

>

e o polinômio L(s) é um polinômio Hurwitz escolhido para tornar W (s)L(s) uma
função ERP, onde W (s) é uma função de transferência dada por

W (s) =
1

Λ(s)
=

1

sn + λn−1sn−1 + . . .+ λ1s+ λ0

onde os coeficientes de Λ(s) formam o vetor

λ = [λn−1, . . . , λ1, λ0]
>

Para estimar o sinal de sáıda y, um modelo série-paralelo (Landau 1979) é cons-
trúıdo com base no modelo paramétrico (6.6), ou seja, a estimativa ŷ é gerada por um
modelo cujos verdadeiros parâmetros de (6.6) são substitúıdos pelas suas respectivas
estimativas, conforme segue:

ŷ = W (s)L(s)(θ̂>β φu + θ̂>αφy − λ>φy) (6.7)

onde
θ̂β = [β̂n−1, . . . , β̂1, β̂0]

>, θ̂α = [α̂n−1, . . . , α̂1, α̂0]
>

Para o cálculo das estimativas dos parâmetros da planta, as leis chaveadas apre-
sentadas em (5.8) são modificadas considerando a representação intervalar da planta
em (6.2), sem qualquer prejúızo para o projeto, já que as restrições permanecem as
mesmas: {

β̂i = β̄isgn(ε1φu,n−i) + βci , β̄i > |β+
i − βci |

α̂i = ᾱisgn(ε1φy,n−i) + αci , ᾱi > |α+
i − αci |

(6.8)

para i = 0, 1, . . . , n − 1, onde o erro de estimação ε1 é calculado como ε1 = y −
ŷ. Pode-se notar que os valores nominais representados por βi,nom e αi,nom em
(5.8) são substitúıdos agora pelos valores centrais dos coeficientes intervalares da
planta intervalar em (6.2), que são representados por βci e αci , respectivamente,
para i = 0, 1, . . . , n − 1. Como considera-se que os parâmetros da planta não são
conhecidos exatamente, mas pertencem a intervalos conhecidos, os parâmetros βi e
αi das leis chaveadas em (5.8) são substitúıdos pelos seus limitantes superiores, β+

i

e α+
i , respectivamente, para i = 0, 1, . . . , n− 1, garantindo assim que as amplitudes

dos relés escolhidas atendem às restrições, independentemente do valor que cada
parâmetro da planta tem dentro do respectivo intervalo.

As leis chaveadas em (6.8) geram estimativas on-line θ̂β e θ̂α dos vetores de
coeficientes, θ∗β de Z(s) e θ∗α de R(s), respectivamente, para formar os polinômios
da planta estimados:

Ẑ(s) = β̂n−1s
n−1 + . . .+ β̂1s+ β̂0

R̂(s) = sn−1 + α̂n−1s
n−1 + . . .+ α̂1s+ α̂0
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6.4 Determinação do Controlador Intervalar

Conforme apresentado na Seção 2.3, um número infinito de soluções para xs
que satisfazem a inequação em (2.26) pode ser encontrado, ou seja, é posśıvel obter
um número infinito de vetores xs que garantem o posicionamento de polos regional
desejado descrito por um polinômio caracteŕıstico intervalar [B(s)].

Esta seção apresenta um algoritmo que busca um controlador intervalar descrito
por um vetor intervalar [xs], que tem como entrada uma planta e um polinômio
caracteŕıstico intervalares. O controlador intervalar define os limitantes inferior e
superior para cada parâmetro da lei de controle, que pode ter valor constante ou
não, garantindo que se os parâmetros da lei de controle permanecem dentro das
faixas estabelecidas, o posicionamento de polos na região definida pelas ráızes de
[B(s)] é garantido, mesmo com incertezas ou variações paramétricas dentro das
faixas descritas pela planta intervalar. Para conseguir esse objetivo, um problema
de Programação Não-Linear deve ser constrúıdo usando os coeficientes da planta
intervalar e do polinômio caracteŕıstico intervalar, e pode ser resolvido pelo uso da
função chamada fmincon do Matlab R©, utilizada nesta tese, que busca encontrar
um mı́nimo de uma função não-linear multivariável sujeita a inequações lineares do
tipo Ax ≤ b. A proposta apresentada nesta seção para determinar um controlador
intervalar é uma das principais contribuições desta tese.

Considerando S(ξ) como a matriz de Sylvester associada aos polinômios Y (s) e
Qm(s)X(s), onde os coeficientes de Y (s)/X(s) são os elementos de ξ, tem-se que
[As] = S([θ∗]), conforme (2.27). Esta notação é importante para o teorema a seguir.

Teorema 6.1. (Keel & Bhattacharyya 1999) Assumindo que [As]xs são funções
multilineares de [θ∗] então

b−s ≤ [As]xs ≤ b+s (6.9)

para todo θ∗ ∈ [θ∗] se e somente se

b−s ≤ S(vi)xs ≤ b+s (6.10)

onde vi ∈ V([θ∗]), para i = 1, 2, . . . , 22n.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada nos trabalhos de Keel & Bhat-
tacharyya (1999) e Bhattacharyya et al. (1995). �

Conhecendo-se o vetor [θ∗] de uma planta intervalar e, portanto, os limitantes
mı́nimo e máximo de cada parâmetro da mesma, o Teorema 6.1 permite verificar se
a inequação em (6.9) é satisfeita checando-se somente os 22n vértices de [θ∗], o que
facilita a busca por um vetor intervalar descrito por [xs], conforme será mostrado
adiante. Se [xs] representa um controlador intervalar e aparece multilinearmente em
[As][xs], as condições dadas em (6.10) precisam ser verificadas somente nos vértices
de [xs]. Portanto, para verificar se um controlador intervalar descrito por [xint]
atinge o objetivo de controle por posicionamento de polos, checa-se somente se os
vértices de [xint] atingem as condições dadas em (6.10).
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A sintaxe da função fmincon exige que as restrições definidas em (6.9) sejam
expressas na forma Ax ≤ b. Portanto, baseado no Teorema 6.1, constrói-se a ine-
quação

Afxs ≤ bf (6.11)

com

Af =

[
Al
−Al

]
, bf =

[
b+l
−b−l

]
onde a matriz Al é constrúıda substituindo-se os coeficientes intervalares de [As] pelos
seus valores inferiores e superiores, de maneira que cada linha i de [As] é substitúıda
por 2r linhas que representam todas as combinações de valores inferiores e superiores
dos coeficientes intervalares que aparecem na linha i de [As], onde r é o número
de coeficientes intervalares que estão presentes na linha i de [As]. Considerando
Al,i,j como a linha j derivada da linha i de [As], as seguintes restrições devem ser
satisfeitas:

b−s,i ≤ Al,i,jxs ≤ b+s,i (6.12)

para i = 1, 2, ..., 2n + 2q, onde b−s,i e b+s,i representam os elementos i dos vetores b−s
e b+s , respectivamente. Portanto, depois de constrúıda a matriz Al, os vetores b−l e
b+l são constrúıdos com os elementos de b−s e b+s , respectivamente, tendo o mesmo
número de linhas de Al, e obedecem as restrições em (6.12). Os elementos dos
vetores b−l e b+l são os limitantes inferior e superior de todas as restrições em (6.12),
respectivamente. Note que o comprimento do vetor xs não muda, já que o número
de colunas de Al é o mesmo de [As]. Entretanto, o número de linhas de Al será
maior que o de [As], assim como o número de linhas de b−l e b+l será maior que o
de b−s e b+s . Como exemplo dessa reescrita de (6.9) em (6.11), considere a relação
b−s ≤ [As]xs ≤ b+s dada por

b−3
b−2
b−1
b−0

 ≤


[β1] [β0] 0 0
0 [β0] 0 0
0 0 [α1] 0
0 0 0 [α0]

xs ≤

b+3
b+2
b+1
b+0


Portanto, para esse exemplo, a matriz Al e os vetores b−l e b+l seriam constrúıdos
como

Al =



β−1 β−0 0 0
β−1 β+

0 0 0
β+
1 β−0 0 0
β+
1 β+

0 0 0
0 β−0 0 0
0 β+

0 0 0
0 0 α−1 0
0 0 α+

1 0
0 0 0 α−0
0 0 0 α+

0


, b−l =



b−3
b−3
b−3
b−3
b−2
b−2
b−1
b−1
b−0
b−0


b+l =



b+3
b+3
b+3
b+3
b+2
b+2
b+1
b+1
b+0
b+0


e dessa forma, torna-se posśıvel reconstruir a inequação (6.9) conforme em (6.11)
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para buscar um controlador intervalar descrito por [xs] através da função fmincon.

Com a equação (6.11) constrúıda, torna-se necessário definir as funções objetivo,
cujos valores mı́nimos irão representar os limitantes inferior e superior de um con-
trolador intervalar temporário descrito por [xint]. Para determinar o vetor intervalar
[xint] através da função fmincon, considera-se duas funções objetivo: fmin para en-
contrar o vetor limitante inferior de [xint], descrito por xmin, e fmax para encontrar
o vetor limitante superior de [xint], descrito por xmax. As expressões para fmin e
fmax podem ser definidas de diversas formas pelo usuário. Nesta tese, propõe-se as
seguintes relações matemáticas:

xmin = min
lb≤x≤ub

fmin(x), fmin(x) =

2n+2q∑
i=1

(
xi − lb,i
ub,i − lb,i

)2

(6.13)

xmax = min
lb≤x≤ub

fmax(x), fmax(x) =

2n+2q∑
i=1

(
xi − ub,i
ub,i − lb,i

)2

(6.14)

onde os vetores lb, ub ∈ R2n+2q são os limitantes inferior e superior do espaço de
busca dos vetores xmin e xmax, de maneira que as soluções estão sempre nas faixas
lb ≤ xmin ≤ ub e lb ≤ xmax ≤ ub, e são usadas como pontos de partida para fmin(x)
e fmax(x), respectivamente.

Conforme dito anteriormente, a busca por [xs] pode ser feita através de funções
objetivo fmin e fmax constrúıdas de inúmeras formas, inclusive como funções lineares.
Entretanto, a escolha feita neste trabalho das funções objetivo conforme (6.13) e
(6.14) tem por objetivo dar o mesmo peso para cada coeficiente de [xint], já que
cada quociente dos somatórios das funções fmin(x) e fmax(x) é um percentual de
quão próximo xi está de lb,i, na busca por xmin,i, e quão próximo xi está de ub,i,
na busca por xmax,i, independentemente dos valores escolhidos para os pares lb,i
e ub,i. Quanto menor for o valor do quociente envolvendo xi, mais largo será o
coeficiente intervalar [xint,i] do vetor [xint]. Se por exemplo define-se fmin como
sendo o somatório dos xi, um coeficiente buscado num largo espaço de busca poderia
prejudicar a determinação de coeficientes buscados em espaços menores.

A definição do espaço de busca para encontrar o vetor [xs] é livre para o usuário,
ou seja, não há um critério para a inicialização de lb e ub. Entretanto, é recomendável
que cada faixa ub,i−lb,i seja suficientemente larga para que a busca por cada [xi], para
i = 1, 2, . . . , 2n+ 2q, não sofra qualquer tipo de limitação, como por exemplo buscar
parâmetros somente com sinal positivo. Em resumo, já que se deseja encontrar
os intervalos mais largos posśıveis para os parâmetros do controlador intervalar, é
recomendado que lb e ub sejam inicializados de maneira que cada faixa ub,i − lb,i
seja suficientemente larga, para i = 1, 2, . . . , 2n + 2q. Ao realizar uma busca pela
primeira vez para um determinado problema, pode-se inicializar lb e ub com valores
aleatórios e, caso a busca apresente alguma dificuldade, novos valores podem ser
testados nas buscas seguintes. O fato é que escolhas diferentes para a inicialização
de lb e ub podem resultar em controladores intervalares diferentes, que por sua vez
irão garantir da mesma forma o posicionamento de polos na região delimitada por
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[B(s)].

Depois que o vetor intervalar [xint] = [xmin, xmax]
> é encontrado pela função

fmincon, é necessário verificar se aquele vetor intervalar é válido, ou seja, se para
algum vértice x ∈ V([xint]) a inequação em (6.11) não é satisfeita, então uma nova
busca deve ser realizada, já que neste caso com [xint] não se pode garantir o po-
sicionamento de polos desejado. Se uma nova busca é necessária, os vetores lb e
ub são atualizados para xmin e xmax, respectivamente, reduzindo o espaço de busca
por [xint]. Por outro lado, se [xint] representa um controlador intervalar válido, o
algoritmo é finalizado e tem-se que [xs] = [xint] = [xmin, xmax]

>, que é descrito
similarmente a (2.30), conforme segue:

[xs] = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, [x]>]> ∈ R2n+2q (6.15)

[x] = [[ln−2], [ln−3], . . . , [l0], [pn+q−1], [pn+q−2], . . . , [p0]]
> ∈ R2n+q−1 (6.16)

onde [pi] = [p−i , p
+
i ], para i = 0, 1, . . . , n+q−1, e [lj] = [l−j , l

+
j ], para j = 0, 1, . . . , n−

2, são os coeficientes de

[Pc(s)] = [pn+q−1]s
n+q−1 + . . .+ [p1]s+ [p0]

[Lc(s)] = sn−1 + [ln−2]s
n−2 + . . .+ [l1]s+ [l0]

A rotina completa para encontrar o controlador intervalar descrito por [x], con-
forme (6.16), é apresentada no Algoritmo 1, que recebe como entrada o vetor [θ∗]
para a construção da matriz Af , b

− e b+ para a construção de bf , e os vetores lb e
ub que determinam o espaço da busca de [x]. O uso da função fmincon se dá na
determinação de xmin e xmax.

6.5 Cálculo dos Parâmetros do Controlador

Calculadas as estimativas dos parâmetros da planta, formando uma planta esti-
mada com Ẑ(s) e R̂(s), os parâmetros do controlador são calculados pela solução
da equação Diofantina em cada instante de tempo t. O polinômio caracteŕıstico
usado para resolver a Equação Diofantina é o centro do polinômio [B(s)], ou seja,
um polinômio cujos coeficientes são os centros dos coeficientes de [B(s)], conforme
segue:

Bc(s) = s2n+q−1 + bc2n+q−2s
2n+q−2 + . . .+ bc1s+ bc0 (6.17)

onde bci = (b−i +b+i )/2, para i = 0, 1, . . . , 2n+q−2, e o vetor de coeficientes de Bc(s)
é definido como

bc = [bc2n+q−2, . . . , b
c
1, b

c
0]
> (6.18)

Portanto, o cálculo dos parâmetros do controlador em cada instante de tempo t
é feito conforme segue:

x̂s = Â−1s bcs (6.19)
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Algoritmo 1: Algoritmo de busca de [x].

Entrada: [θ∗], b−, b+, lb e ub
Sáıda: [x]

1 encontrado← 0;
2 enquanto encontrado = 0 faça
3 xmin ← min

lb≤x≤ub
fmin(x) tal que Afxs ≤ bf ;

4 xmax ← min
lb≤x≤ub

fmax(x) tal que Afxs ≤ bf ;

5 [xint]← [xmin, xmax];
6 para todo vθ ∈ V([θ∗]) faça
7 para todo vx ∈ V([xint]) faça
8 se (S(vθ)vx < b−s ) ou (S(vθ)vx > b+s ) então
9 lb ← xmin;

10 ub ← xmax;
11 ir para 2;

12 fim

13 fim

14 fim
15 encontrado← 1;
16 [xs]← [xmin, xmax];

17 fim
18 retorna [x];

onde
bcs = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q

, 1, bc>]> ∈ R2n+2q (6.20)

x̂s = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

, 1, x̂>]> ∈ R2n+2q (6.21)

x̂ = [l̂n−2, l̂n−3, . . . , l̂0, p̂n+q−1, p̂n+q−2, . . . , p̂1, p̂0]
> ∈ R2n+q−1 (6.22)

onde l̂i e p̂i são os coeficientes de

P̂c(s) = p̂n+q−1s
n+q−1 + . . .+ p̂1s+ p̂0

L̂c(s) = sn−1 + l̂n−2s
n−2 + . . .+ l̂1s+ l̂0

e Âs é a matriz de Sylvester formada com os coeficientes dos polinômios da planta
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Algoritmo 2: Cálculo dos parâmetros do controlador IVS-APPC.

Entrada: θ̂, bc e [x]
Sáıda: x̂

1 x̂s ← Â−1s bcs;
2 para i = 1 até 2n+ q − 1 faça
3 se x̂i < x−i então
4 x̂i ← x−i ;
5 fim
6 se x̂i > x+i então
7 x̂i ← x+i ;
8 fim

9 fim
10 retorna x̂;

estimada (Ẑ(s) e Qm(s)R̂(s)), ou seja,

Âs =



γ̂n+q 0
...

. . .
...

γ̂1
. . . 0

γ̂0
. . . γ̂n+q

0
. . .

...
...

. . . γ̂1
0 γ̂0

β̂n+q 0
...

. . .
...

β̂1
. . . 0

β̂0
. . . β̂n+q

0
. . .

...
...

. . . β̂1
0 β̂0


(6.23)

onde os elementos γ̂i, para i = 0, 1, . . . , n + q, são os coeficientes de Qm(s)R̂(s).
Como Qm(s)R̂(s) é um polinômio mônico, tem-se que γ̂n+q = 1. Como Ẑ(s) tem

grau m < n, tem-se que β̂n+q = β̂n+q−1 = · · · = β̂m+1 = 0.
Apesar das estimativas de θ∗ garantirem que ŷ segue y, não se pode garantir que

os parâmetros do controlador calculados conforme (6.19) estarão contidos em [xs],
ou seja, x̂s ∈ [xs]. Portanto, os parâmetros do controlador são calculados conforme
apresentado no Algoritmo 2.

6.6 Lei de Controle

Calculados os parâmetros conforme apresentado no Algoritmo 2, a lei de controle
do IVS-APPC é formada em cada instante de tempo t como

u = − P̂c(s)

Qm(s)L̂c(s)
e1 = −

n+q−1∑
i=0

p̂is
i

Qm(s)

(
sn−1 +

n−2∑
i=0

l̂isi
)e1 (6.24)
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onde p̂i ∈ [pi] = [p−i , p
+
i ], para i = 0, 1, . . . , n + q − 1, e l̂j ∈ [lj] = [l−j , l

+
j ], para

j = 0, 1, . . . , n− 2.

6.7 Resultados de Simulações

Nesta seção são apresentados resultados de simulações computacionais nova-
mente utilizando o software Matlab R©, comparando o desempenho do VS-APPC
e do IVS-APPC quando aplicados a plantas de fase não-mı́nima, utilizando para a
lei de controle a abordagem polinomial, em ambos os casos. As derivadas são im-
plementadas via aproximação de Euler, utilizando um passo de integração de 1ms.
Todas as simulações apresentadas nesta seção são realizadas com condições iniciais
da planta e do modelo iguais a zero e o sinal de referência assumido é do tipo degrau
unitário (r = 1), e, portanto, tem-se que Qm(s) = s e q = 1.

O modelo paramétrico para a estimação de ŷ é constrúıdo com a seguinte função
de transferência ERP:

W (s)L(s) =
L(s)

Λ(s)
=

s+ 2

(s+ 1)(s+ 3)
(6.25)

e, portanto, tem-se que

λ = [4, 3]> φu = L−1(s)[u̇, u]>, φy = L−1(s)[−ẏ,−y]>

e a lei de controle tem a forma

u = − p̂2s
2 + p̂1s+ p̂0

s(s+ l̂0)
e1

Da mesma forma que no caṕıtulo anterior, a escolha dos polinômios caracteŕıs-
ticos utilizados nas simulações a seguir não seguiu nenhum método ou critério de
desempenho espećıfico.

Para comparar o desempenho do VS-APPC e do IVS-APPC, em cada simulação
o polinômio caracteŕıstico considerado para o projeto do VS-APPC será o centro de
[B(s)]. Os ı́ndices de desempenho apresentados e utilizados no Caṕıtulo 5 também
são utilizados neste caṕıtulo para comparar VS-APPC e IVS-APPC.

6.7.1 Planta de 2a Ordem de Fase Não-Mı́nima Estável

A primeira planta a ser simulada é a mesma da Seção 5.6.1, cuja função de
transferência é dada por

G(s) =
β1s+ β0

s2 + α1s+ α0

=
2s− 10

s2 + 8s+ 16
(6.26)
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e cujos coeficientes são assumidos desconhecidos mas contidos em intervalos fechados
conhecidos que formam a seguinte planta intervalar:

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[β1]s+ [β0]

s2 + [α1]s+ [α0]
=

[1.6, 2.8]s+ [−10.3,−9.1]

s2 + [7.7, 8.8]s+ [15.5, 16.9]
(6.27)

Além do rastreamento, o objetivo de controle do IVS-APPC é posicionar os polos de
malha fechada na região especificada pelas ráızes do seguinte polinômio caracteŕıstico
intervalar, cuja estabilidade é garantida pelo Teorema de Kharitonov:

[B(s)] = s4 + [18, 24]s3 + [121.5, 216]s2 + [364.5, 864]s+ [410.0625, 1296] (6.28)

Nesse caso, conforme dito anteriormente, o objetivo de controle do VS-APPC, além
do rastreamento de r, é posicionar os polos de malha fechada nas posições das ráızes
do polinômio Bc(s), ou seja,

Bc(s) = s4 + 21s3 + 168.75s2 + 614.25s+ 853.0313 (6.29)

Considerando [A] como a matriz de Sylvester resultante associada a [Z(s)] e
[R(s)], conforme mencionado no Caṕıtulo 2, tem-se que ρ(|A−1c )|Ar) = 0.2933 < 1,
que garante que [A] é não-singular e, consequentemente, [R(s)] e [Z(s)] são po-
linômios intervalares robustamente coprimos. Portanto, a planta intervalar e essas
conclusões estão de acordo com as Hipóteses 6.1 a 6.4.

Dados a planta intervalar em (6.27) e o polinômio caracteŕıstico intervalar em
(6.28), o próximo passo é determinar o controlador intervalar através do Algoritmo
1, que vai delimitar cada parâmetro da lei de controle do IVS-APPC. Para as simu-
lações apresentadas nesta tese no caso do IVS-APPC, todos os elementos de lb são
inicializados com −103 e todos os elementos de ub são inicializados com 103. Dessa
forma, usando o Algoritmo 1, o seguinte controlador intervalar é obtido, que define
limitantes inferior e superior para cada coeficiente da lei de controle do IVS-APPC:

[x] =


l−0 , l+0
p−2 , p+2
p−1 , p+1
p−0 , p+0

 =


21.6949, 21.6999
−4.0686, −4.0629
−34.9951, −34.7561
−94.0287, −48.5338


Para esta simulação, considerando que a planta intervalar é a mesma utilizada

na Seção 5.6.1, as amplitudes dos relés usadas nas leis chaveadas para esta simulação
foram as mesmas das simulações apresentadas na referida seção, ou seja: β̄1 = 1.5,
β̄0 = 0.61, ᾱ1 = 0.64 e ᾱ0 = 0.72. Em condições ideais, sem perturbações e variações
paramétricas, usando essas constantes o VS-APPC apresenta tempo de estabiliza-
ção ts = 0.821s, porcentagem de overshoot de 1.99% e porcentagem de undershoot
de 30.19%, conforme apresentado nos resultados na Seção 5.6.1. Já o IVS-APPC,
usando as mesmas constantes, apresenta tempo de estabilização ts = 1.684s, por-
centagem de overshoot de 12.43% e porcentagem de undershoot de 30.26%.

Para comparar o desempenho do VS-APPC e do IVS-APPC, a partir do instante
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Figura 6.1: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável, sujeita
a variações paramétricas e uma perturbação na sáıda.
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Figura 6.2: IVS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima estável, sujeita
a variações paramétricas e uma perturbação na sáıda.

t = 5s é aplicada uma perturbação aditiva na sáıda da planta (d = 0.7) e no instante
de tempo t = 10s são feitas variações paramétricas em todos os parâmetros de (6.26),
conforme segue: β1 = 2.8, β0 = −9.1, α1 = 7.7 e α0 = 16.9. Note que são os mesmos
testes realizados para comparar APPC e VS-APPC na Seção 5.6.1. A Figura 6.1
apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação
do VS-APPC à planta em (6.26), e a Figura 6.2 apresenta o sinal de sáıda da planta
(a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC à mesma planta.

Conforme pode ser observado, VS-APPC e IVS-APPC apresentam comporta-
mento transitório e em regime permanente bastante similares, apresentando robustez
às variações paramétricas e à perturbação na sáıda da planta. Entretanto, conforme
mostra a Figura 6.3, alguns polos de malha fechada no caso do VS-APPC estão
muito próximos da origem ou, nas demais situações, ficam muito dispersos. É im-
portante verificar que o sinal de controle do VS-APPC, e também do IVS-APPC,
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Figura 6.3: Comportamento dos polos de malha fechada do VS-APPC (a) e do IVS-APPC (b)
aplicados a uma planta de fase não-mı́nima estável com variações paramétricas e perturbação na
sáıda.

apresenta amplitude de chaveamento bem menor que no caso das versões baseadas
no VS-MRAC original (Hsu & Costa 1989, Hsu & Costa 1992). Esta caracteŕıstica
é importante já que permite a aplicação do VS-APPC e do IVS-APPC a vários
processos industriais. A Tabela 6.1 apresenta uma comparação entre IVS-APPC e
VS-APPC baseada em ı́ndices de desempenhos sobre o erro de rastreamento (IAE,
ISE, ITAE e ITSE) e sinal de controle (Eu), confirmando o comportamento similar
apresentado nas Figuras 6.1 e 6.2, embora o IVS-APPC apresente desempenho li-
geiramente melhor que o VS-APPC em termos de chattering do sinal de controle. A
explicação desta diferença na amplitude do chattering, que será observada também
nos próximos resultados, está na limitação imposta em cada parâmetro da lei de
controle do IVS-APPC. Se por um lado essa limitação pode afetar o desempenho
do sistema (tempo de estabilização, overshoot, etc), por outro lado permite que o
objetivo de posicionar os polos de malha fechada numa região desejada seja atin-
gido perfeitamente. Para evitar que o sistema tenha seu desempenho afetado pela
limitação do projeto nos parâmetros do controlador, é necessário que o polinômio
caracteŕıstico [B(s)] seja projetado para alcançar requisitos de desempenho de malha
fechada espećıficos. A escolha do polinômio caracteŕıstico e, consequentemente, de
seus coeficientes, vai afetar diretamente a obtenção dos parâmetros do controlador
intervalar, assim como o desempenho do sistema em malha fechada.

6.7.2 Planta de 2a Ordem de Fase Não-Mı́nima Instável

Agora, considere a planta de fase não-mı́nima instável discutida na Seção 5.6.2,
cuja função de transferência é dada por:

G(s) =
Z(s)

R(s)
=

β1s+ β0
s2 + α1s+ α0

=
3s− 1

s2 − s+ 9
(6.30)
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Tabela 6.1: Comparação de desempenho entre VS-APPC e IVS-APPC para uma
planta de fase não-mı́nima estável com variações paramétricas e perturbação na
sáıda.

IVS-APPC VS-APPC
IAE 985.5586 979.6576
ISE 703.9369 702.1674
ITAE 2.6424e+03 2.7989e+03
ITSE 1.2960e+03 1.3254e+03
Eu 1.3559e+04 1.3510e+04

e cujos coeficientes são assumidos desconhecidos mas contidos nos respectivos coefi-
cientes intervalares da planta representada como:

[G(s)] =
[Z(s)]

[R(s)]
=

[β1]s+ [β0]

s2 + [α1]s+ [α0]
=

[2.8, 3.3]s+ [−1.3,−0.9]

s2 + [−1.4,−0.7]s+ [8.2, 9.3]
(6.31)

O objetivo de controle do IVS-APPC é posicionar os polos de malha fechada na
região especificada pelas ráızes de

[B(s)] = s4 + [6, 8]s3 + [13.5, 24]s2 + [13.5, 32]s+ [5.0625, 16] (6.32)

Nesse caso, o objetivo de controle do VS-APPC é posicionar os polos de malha
fechada nas posições das ráızes do polinômios Bc(s), ou seja,

B(s) = s4 + 7s3 + 18.75s2 + 22.75s+ 10.5313 (6.33)

Considerando [A] como a matriz de Sylvester resultante associada a [Z(s)] e
[R(s)], tem-se que ρ(|A−1c )|Ar) = 0.1696 < 1, o que garante que [A] é não-singular
e, consequentemente, [R(s)] e [Z(s)] são polinômios intervalares robustamente co-
primos.

Dados a planta intervalar representada em (6.31) e escolhido o polinômio carac-
teŕıstico intervalar dado por (6.32), usando o Algoritmo 1 com todos os elementos
de lb iguais a −103 e todos os elementos de ub iguais a 103, o seguinte controlador
intervalar é obtido:

[x] =


l−0 , l+0
p−2 , p+2
p−1 , p+1
p−0 , p+0

 =


6.3940, 6.4526
0.3864, 0.6549
5.6164, 5.8584
−9.4647, −8.2438


Para esta simulação, considerando que a planta intervalar é a mesma utilizada na

Seção 5.6.2, as amplitudes dos relés utilizadas nas leis chaveadas foram as mesmas
das simulações apresentadas na referida seção, ou seja: β̄1 = 0.26, β̄0 = 0.22, ᾱ1 =
0.36 e ᾱ0 = 2. Em condições ideais, sem perturbações e variações paramétricas,
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Figura 6.4: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a variações paramétricas.
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Figura 6.5: IVS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável,
sujeita a variações paramétricas.

usando essas constantes o VS-APPC apresenta tempo de estabilização ts = 9.149s,
porcentagem de overshoot de 18.06% e porcentagem de undershoot de 119.87%,
conforme apresentado nos resultados na Seção 5.6.1. Já o IVS-APPC, usando as
mesmas constantes, apresenta tempo de estabilização ts = 10.218s, porcentagem de
overshoot de 0.17% e porcentagem de undershoot de 100.14%.

Para comparar o desempenho do VS-APPC e do IVS-APPC, a partir do instante
t = 20s é feita uma variação no valor de todos os parâmetros da planta, conforme
segue: β1 = 3.3, β0 = −0.9, α1 = −1.4 e α0 = 8.2. Note que o teste desta simulação
é o mesmo realizado para comparar APPC e VS-APPC na Seção 5.6.2. A Figura 6.4
apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação
do VS-APPC à planta em (6.30), e a Figura 6.5 apresenta o sinal de sáıda da planta
(a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do IVS-APPC à mesma planta.

Pode-se notar nesta simulação que o VS-APPC e o IVS-APPC apresentam com-
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Figura 6.6: Comportamento dos polos de malha fechada do VS-APPC (a) e do IVS-APPC (b)
aplicados a uma planta de fase não-mı́nima instável com variações paramétricas.

portamento similar durante os primeiros 20s, apesar da amplitude do sinal de con-
trole do VS-APPC ser maior que o do IVS-APPC. As variações paramétricas largas
e abruptas em t = 20s afetam significativamente o desempenho do VS-APPC (con-
forme mostram os ı́ndices relacionados ao erro de rastreamento na Tabela 6.2), tor-
nando o sinal de sáıda da planta bastante oscilatório, e, portanto, não mais seguindo
o sinal de referência. Este fato pode ser verificado na Figura 6.6, onde os polos de
malha fechada estão em grande parte da simulação muito próximos da origem, ou
bastante dispersos. No caso do IVS-APPC, os polos de malha fechada estão mais
concentrados e, portanto, o objetivo de rastreamento permanece atingido, assim
como a estabilidade do sistema, apesar da variação dos parâmetros. Portanto, com
base nesta simulação, onde tem-se um sistema muito senśıvel ao projeto de controle
adotado, pode-se concluir que o VS-APPC pode levar o sistema à instabilidade em
algumas situações, conforme já havia sido apresentado no Caṕıtulo 5, tais como lar-
gas variações paramétricas conhecidas (mesmo que as amplitudes dos relés tenham
sido escolhidas considerando a faixa onde cada parâmetro da planta estava contido)
e escolha inadequada do polinômio caracteŕıstico, já que o sistema é dif́ıcil de con-
trolar. O IVS-APPC, por ter um projeto robusto que garante que os polos de malha
fechada permanecem numa região localizada no semiplano esquerdo, comprova que
seu objetivo de controle é atingido mesmo com variações paramétricas limitadas.

O segundo teste é a aplicação de uma perturbação aditiva do tipo degrau (d =
0.5) na entrada, a partir do instante t = 20s, e outra da mesma forma (d = 0.5)
na sáıda da planta, a partir do instante t = 40s. A Figura 6.7 apresenta o sinal
de sáıda da planta (a) e o sinal de controle (b) no caso da aplicação do VS-APPC
à planta em (6.30), e a Figura 6.8 apresenta o sinal de sáıda da planta (a) e o
sinal de controle (b) no caso da aplicação do IVS-APPC à mesma planta. Ambos
os controladores apresentam comportamento similar, com robustez às perturbações
aplicadas e mantendo o rastreamento do sinal de referência. Entretanto, no caso do
VS-APPC, o sinal de sáıda da planta é visivelmente mais afetado pelas perturbações
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Tabela 6.2: Comparação de desempenho entre VS-APPC e IVS-APPC para uma
planta de fase não-mı́nima instável com variações paramétricas.

IVS-APPC VS-APPC
IAE 8.9726e+03 2.5581e+04
ISE 9.8361e+03 3.2526e+04
ITAE 7.4004e+04 5.6379e+05
ITSE 5.5310e+04 6.8192e+05
Eu 3.3358e+05 3.2922e+05
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Figura 6.7: VS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável, sujeita
a perturbações na entrada e na sáıda.
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Figura 6.8: IVS-APPC aplicado a uma planta de segunda ordem de fase não-mı́nima instável,
sujeita a perturbações na entrada e na sáıda.

e o chattering do sinal de controle apresenta magnitude maior que no caso do IVS-
APPC.
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Figura 6.9: Comportamento dos polos de malha fechada do VS-APPC (a) e do IVS-APPC (b)
aplicados a uma planta de fase não-mı́nima instável com perturbações na entrada e na sáıda.

Pode-se notar nas Figuras 6.7 e 6.8 que após a aplicação da perturbação na sáıda
da planta, no instante t = 40s, o sinal de controle passa a ter comportamento suave.
Isto se deve ao fato de que a perturbação na sáıda da planta faz com que o sinal de
sáıda estimado ŷ deixe de seguir o sinal de sáıda y, o que torna o erro de estimação
ε1 diferente de zero e sem mudança de sinal. Portanto, o erro de estimação, que
apresentava valor infinitesimal chaveando em torno de zero, passa a não sofrer mais
mudanças de sinal. Como as leis chaveadas dependem do erro de estimação ε1, as
estimativas dos parâmetros da planta não chaveiam mais e, portanto, permanecem
constantes. Por consequência, os parâmetros do controlador também se tornam
constantes, eliminando assim a presença de chattering no sinal de controle.

A Figura 6.9 apresenta o comportamento dos polos de malha fechada em am-
bos os casos. É posśıvel perceber que os polos permanecem no semiplano esquerdo
com VS-APPC e IVS-APPC, mesmo após as perturbações. A diferença é que no
caso do IVS-APPC os polos estão mais concentrados e numa região menor, o que
é uma caracteŕıstica já observada nas simulações anteriores deste esquema de con-
trole. A Tabela 6.3 apresenta os ı́ndices de desempenho da simulação em questão,
comprovando o comportamento bastante similar dos dois controladores.

Tabela 6.3: Comparação de desempenho entre VS-APPC e IVS-APPC para uma
planta de fase não-mı́nima instável sob perturbações na entrada e na sáıda.

IVS-APPC VS-APPC
IAE 1.0243e+04 1.0722e+04
ISE 1.0100e+04 1.0919e+04
ITAE 1.6077e+05 1.6329e+05
ITSE 9.8103e+04 1.0574e+05
Eu 4.2872e+05 4.2477e+05
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6.8 Comentários Finais

Nos resultados de simulação apresentados na seção anterior, o controlador IVS-
APPC se mostrou uma alternativa interessante para plantas SISO LTI que têm
parâmetros não conhecidos com exatidão, quando o objetivo de controle é manter os
polos de malha fechada em um determinada região, independentemente de situações
que possam afetar o desempenho de malha fechada. Além disso, mesmo quando a
planta é de dif́ıcil controle, como é o caso de plantas de fase não-mı́nima instáveis,
o IVS-APPC se mostra robusto a largas variações paramétricas e perturbações na
entrada e sáıda, conforme os exemplos deste caṕıtulo mostraram, que não causam
instabilidade ao sistema em malha fechada. Essas vantagens em relação ao VS-
APPC se devem ao projeto da lei de controle, que está preparada para variações
paramétricas dentro de faixas conhecidas e robustez a perturbações, que é uma
caracteŕıstica herdada pelo uso de leis chaveadas na estimação dos parâmetros da
planta. O Caṕıtulo 5 mostrou algumas vantagens do VS-APPC em relação ao APPC,
e este caṕıtulo mostra vantagens do IVS-APPC em relação ao VS-APPC.

Portanto, o IVS-APPC apresenta projeto bastante similar e algumas caracteŕıs-
ticas importantes do VS-APPC, como a aplicação a plantas de fase não-mı́nima,
robustez a perturbações e transitório rápido. Por outro lado, o IVS-APPC é proje-
tado de forma a suprir algumas deficiências do VS-APPC, mesmo quando a planta é
de fase não-mı́nima e instável, principalmente no que se refere a manter os polos de
malha fechada numa região desejada, tornando assim o sistema em malha fechada
robusto. Entretanto, o objetivo do posicionamento de polos é alcançado mediante
um esforço computacional prévio para determinar as faixas posśıveis para cada parâ-
metro do controlador, procedimento que não está presente no projeto do VS-APPC.
Portanto, a escolha de um dos dois controladores deve ser avaliada de acordo com
as peculiaridades e necessidades do sistema de controle que se deseja projetar. Este
caṕıtulo mostrou que ambos os esquemas apresentam resultados satisfatórios de ro-
bustez e desempenho.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Perspectivas

Esta tese apresentou o projeto e resultados de simulação dos esquemas de con-
trole denominados Controle Adaptativo por Posicionamento de Polos e Estrutura
Variável (Variable Structure Adaptive Pole Placement Control - VS-APPC) e Con-
trole Adaptativo Intervalar por Posicionamento de Polos e Estrutura Variável (In-
terval Variable Structure Adaptive Pole Placement Control - IVS-APPC), usando
a abordagem polinomial para a lei de controle. Ambos têm a mesma estrutura do
Controle Adaptativo por Posicionamento de Polos (Adaptive Pole Placement Control
- APPC), mas utilizam leis chaveadas oriundas da teoria de Sistemas com Estrutura
Variável, ao invés de leis integrais (método do gradiente, mı́nimos quadrados, etc.),
para estimar os parâmetros desconhecidos da planta, utilizando somente medições
de entrada e sáıda.

Os caṕıtulos desta tese apresentaram diversas caracteŕısticas comuns entre VS-
APPC e IVS-APPC: aplicabilidade a plantas de fase não-mı́nima; desempenho tran-
sitório satisfatório; chattering do sinal de controle com amplitude menor em relação
a outros esquemas de controle adaptativo, mesmo sem filtragem; robustez a varia-
ções paramétricas e perturbações; e projeto podendo ser aplicado sem distinção a
plantas LTI de quaisquer ordem e grau relativo.

Por outro lado, as diferenças entre VS-APPC e IVS-APPC também merecem
destaque. O esforço computacional prévio do projeto do IVS-APPC para encon-
trar um controlador intervalar é recompensado pela garantia do posicionamento de
polos em uma região desejada, definida pelas ráızes de um polinômio caracteŕıstico
intervalar cuja estabilidade é comprovada pelo Teorema de Kharitonov, mesmo na
presença de variações paramétricas dentro de faixas conhecidas. Essa é uma carac-
teŕıstica importante do IVS-APPC, pois garante estabilidade robusta ao sistema,
independentemente de quão largas são as variações, desde que se conheça os limi-
tantes máximo e mı́nimo de cada parâmetro da planta. O projeto do VS-APPC
não requer a determinação de limiares para os parâmetros da lei de controle, e por
isso não pode garantir desempenho satisfatório no caso de sistemas que apresentem
comportamento dif́ıcil, como é o caso de plantas de fase não-mı́nima, caso ocorram
largas variações paramétricas, conforme mostraram os resultados de simulação. Por-
tanto, o projeto do IVS-APPC surge como alternativa para o caso onde se deseja
garantir o posicionamento de polos de malha fechada no controle de sistemas com
parâmetros incertos, além de manter caracteŕısticas importantes do VS-APPC.
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Algumas perspectivas e trabalhos futuros relacionados ao VS-APPC e IVS-APPC
são: a análise de robustez a perturbações e dinâmica não-modelada, a otimização
do cálculo dos parâmetros do controlador e/ou das estimativas dos parâmetros da
planta para melhorar ainda mais o desempenho, um estudo sistemático baseado em
critérios de desempenho para projetar o polinômio caracteŕıstico intervalar, a ex-
tensão das propostas apresentadas para sistemas multivariáveis, a comparação com
outros esquemas de controle adaptativo com estrutura variável e a implementação
prática.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 81
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Apêndice A

Conceitos sobre Estabilidade

A.1 Definição de Estabilidade

Considerando sistemas descritos por equações diferenciais não-lineares da forma

ẋ = f(x), x(0) = x0 (A.1)

onde f é uma função vetorial não-linear n× 1, x é um vetor de estado n× 1 e cada
elemento deste vetor é uma variável de estado. Um valor particular do vetor de
estado é também chamado de ponto, porque ele corresponde a um ponto no espaço
de estado. O número de variáveis de estado n é chamado ordem do sistema. Uma
solução de x(t) para (A.1) corresponde a uma curva no espaço de estado com t
variando de zero a infinito.

Teorema A.1. Um estado x∗ é um ponto de equiĺıbrio do sistema descrito por
(A.1) se f(x∗) = 0, ou seja, se x(0) = x∗ implica x(t) = x∗, para todo t ≥ 0.

Teorema A.2. O ponto de equiĺıbrio x∗ é estável se para um ε > 0 existe um δ(ε)
tal que |x0 − x∗| < δ implica |x(t;x0) − x∗| < ε para todo t ≥ 0. Caso contrário, o
ponto de equiĺıbrio é instável.

Teorema A.3. O ponto de equiĺıbrio x∗ é assintoticamente estável se este é
estável e se existe um δ(ε) tal que |x0 − x∗| < δ implica limt→∞ |x(t;x0)− x∗| = 0.

Teorema A.4. O conjunto de todos x0 ∈ Rn tal que x(t;x0) → x∗ quando t → ∞
é chamado região de atração do ponto de equiĺıbrio x∗.

Teorema A.5. O ponto de equiĺıbrio x∗ de (A.1) é globalmente assintotica-
mente estável se este é estável e cada solução de (A.1) tende a x∗ conforme t→∞
(isto é, a região de atração de x∗ é todo o Rn).

A.2 Método Direto de Lyapunov

Este método utiliza funções de energia para a verificação de estabilidade do sis-
tema. Se a energia total de um sistema é continuamente dissipada, seja este sistema
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linear ou não-linear, tende a convergir para um ponto de equiĺıbrio. Portanto, pode-
se tirar conclusões sobre a estabilidade de um sistema observando a variação de uma
função de energia.

A.2.1 Funções Definidas Positivas e Negativas

Teorema A.6. Uma função V (x) é definida positiva (V (x) > 0) em uma vizi-
nhança de x = 0, se V (x) > 0, ∀x tal que ‖x‖ < ε, ε > 0, x 6= 0 e V (0) = 0.

Teorema A.7. Uma função V (x) é semidefinida positiva (V (x) ≥ 0) em uma
vizinhança de x = 0, se V (x) ≥ 0, ∀x tal que ‖x‖ < ε, ε > 0 e V (0) = 0.

Teorema A.8. Uma função V (x) é definida negativa (V (x) < 0) em uma vizi-
nhança de x = 0, se V (x) < 0, ∀x tal que ‖x‖ < ε, ε > 0, x 6= 0 e V (0) = 0.

Teorema A.9. Uma função V (x) é semidefinida negativa (V (x) ≤ 0) em uma
vizinhança de x = 0, se V (x) ≤ 0, ∀x tal que ‖x‖ < ε, ε > 0 e V (0) = 0.

A.2.2 Translação da Origem do Sistema de Coordenadas

Seja x∗ um ponto de equiĺıbrio de (A.1), ou seja, f(x∗) = 0. Para analisar o
comportamento do sistema em uma vizinhança de x∗, é feita a seguinte translação
do ponto de equiĺıbrio para a origem

x̄ = x− x∗
˙̄x = ẋ− ẋ∗ = ẋ
˙̄x = f(x̄+ x∗)

Ponto de equiĺıbrio: x̄ = 0 (para x̄ = 0⇒ ˙̄x = f(x∗) = 0).

A.2.3 Teoremas sobre Estabilidade (Segundo Lyapunov)

Teorema A.10. Se para o sistema (A.1), existe uma função V (x) continuamente
diferenciável tal que

(i) V (x) > 0
(ii) V̇ (x) ≤ 0

então x∗ = 0 é estável.

Teorema A.11. Se para o sistema (A.1), existe uma função V (x) continuamente
diferenciável tal que

(i) V (x) > 0
(ii) V̇ (x) < 0

então x∗ = 0 é assintoticamente estável.
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Teorema A.12. Se para o sistema (A.1), existe uma função V (x) continuamente
diferenciável tal que

(i) V (x) > 0
(ii) V̇ (x) < 0
(iii) V (x)→∞ quando ‖x‖ → ∞

então x∗ = 0 é globalmente assintoticamente estável.

Teorema A.13 (Teorema de LaSalle). Se para o sistema (A.1), existe uma função
V (x) continuamente diferenciável tal que

(i) V (x) > 0
(ii) V̇ (x) ≤ 0
(iii) não existe x 6= 0 tal que V̇ (x) = 0, para todo t ≥ 0

então x∗ = 0 é assintoticamente estável.

A.3 Prinćıpio do Modelo Interno

Em muitos problemas de controle, a entrada de referência r pode ser modelada
como

Qr(s)r = 0 (A.2)

onde Qr(s) é um polinômio conhecido e s , d
dt

é o operador diferencial. Por exemplo,
quando r = constante, Qr(s) = s. Quando r = t, Qr(s) = s2 e quando r =
Asen(ω0t) para algumas constantes A e ω0, então Qr(s) = s2+ω2

0, etc. Similarmente,
uma perturbação determińıstica d pode ser modelada como

Qd(s)d = 0 (A.3)

para algum Qd conhecido, em casos onde existe informação suficiente sobre d. Por
exemplo, se d é um sinal senoidal com amplitude e fase desconhecidas, mas com
frequência ωd, então ele pode ser modelado por (A.3) com Qd(s) = s2 + ω2

d.
A ideia por trás do prinćıpio do modelo interno é que por incluir o fator 1

Qr(s)Qd(s)

no controlador C(s), nós podemos anular o efeito de r e d no erro de rastreamento
e = r − y, ou seja, o modelo interno é um operador aplicado à referência com o
objetivo da planta acompanhá-la.
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Apêndice B

Funções Reais Positivas

B.1 Funções de Transferência Reais Positivas e

Estritamente Reais Positivas

Teorema B.1. Uma função racional G(s) da variável complexa s = σ + jω é
chamada real positiva (RP) se

(i) G(s) é real para s real.
(ii) Re[G(s)] ≥ 0 para todo Re[s] > 0.

Teorema B.2. Uma função de transferência própria racional G(s) é RP se e so-
mente se

(i) G(s) é real para s real.
(ii) G(s) é anaĺıtica em Re[s] > 0, e os polos no eixo jω são simples e tais que os

reśıduos associados são reais e positivos.
(iii) Para todo valor real ω para que s = jω não seja um polo de G(s), um tem

Re[G(jω)] > 0.

Teorema B.3. Assuma que G(s) não é identicamente zero para todo s. Então G(s)
é estritamente real positiva (ERP) se G(s− ε) é RP para algum ε > 0.

Teorema B.4. Assuma que uma função racional G(s) da variável complexa s =
σ+jω é real para s real e não é identicamente zero para todo s. Denotando n∗ como
sendo o grau relativo de G(s) = Z(s)/R(s) com |n∗| ≤ 1. Então, G(s) é ERP se e
somente se

(i) G(s) é anaĺıtica em Re[s] ≥ 0.
(ii) Re[G(jω)] > 0, ∀ω ∈ (−∞,∞).

(iii) (a) Quando n∗ = 1, lim|ω|→∞ω
2Re[G(jω)] > 0.

(b) Quando n∗ = −1, lim|ω|→∞
G(jω)
jω

> 0.

Corolário B.1. As seguintes propriedades de funções ERP são dadas:

(i) G(s) é RP (ERP) se e somente se 1/G(s) é RP (ERP).
(ii) Se G(s) é ERP, então |n∗| ≤ 1 e os zeros e polos de G(s) estão em Re[s] < 0.

(iii) Se |n∗| > 1, então G(s) não é RP.
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B.2 Lemas

Teorema B.5 (Lema de Kalman-Yakubovich-Popov). Dada uma matriz quadrada
A com todos os autovalores no semiplano complexo esquerdo, um vetor B tal que
(A,B) é controlável, um vetor C e um escalar d ≥ 0, a função de transferência
definida por

G(s) = d+ C>(sI − A)−1B

é RP se e somente se existe uma matriz definida positiva simétrica P e um vetor q
tal que

A>P + PA = −qq>
PB − C = ±(

√
2d)q

(B.1)

Teorema B.6 (Lema de Lefschetz-Kalman-Yakubovich). Dada uma matriz estável
A, um vetor B tal que (A,B) é controlável, um vetor C e um escalar d ≥ 0, a função
de transferência definida por

G(s) = d+ C>(sI − A)−1B

é ERP se e somente se para qualquer matriz definida positiva L, existe uma matriz
simétrica definida positiva simétrica P , um escalar ν > 0 e um vetor q tais que

A>P + PA = −qq> − νL
PB − C = ±q

√
2d

(B.2)



Apêndice C

VS-APPC para Plantas de 1a

Ordem

C.1 Projeto do Controlador

Considere uma planta escalar do tipo

ẏ = ay + bu (C.1)

onde a e b são constantes desconhecidas e o sinal de b é conhecido. O objetivo de
controle é escolher o sinal de controle u, de maneira que o polo de malha fechada
seja alocado em −am, onde am > 0 é uma constante dada, u e y sejam limitados, e
y(t) siga um sinal de referência r(t) = c, ∀t ≥ 0, onde c 6= 0 é uma constante finita.

Considera-se primeiro considerar o caso onde a e b são conhecidos exatamente.
Segue de (C.1) que o erro de rastreamento e1 = y − c satisfaz

ė1 = ẏ = ay + bu = ae1 + ac+ bu (C.2)

Como a, b e c são conhecidos, pode-se escolher

u = −k1e1 − k2 (C.3)

onde

k1 =
a+ am
b

, k2 =
ac

b
(C.4)

(desde que b 6= 0) para obter

ė1 = ẏ = ay + bu = ay + b(−k1e1 − k2)

ė1 = −ame1 (C.5)

Com isso, tem-se que e1 = e−amte1(0) e, portanto, limt→∞ e1(t) = 0, o que implica
que limt→∞[y(t)− c] = 0.

Agora considere o projeto de um esquema VS-APPC para alcançar o objetivo
de controle quando a e b são desconhecidos. O prinćıpio de equivalência à certeza
sugere o uso da mesma lei de controle conforme (C.3), mas com k1 e k2 substitúıdos
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pelas estimativas k̂1 e k̂2, respectivamente, ou seja

u = −k̂1(t)e1 − k̂2(t) (C.6)

com k̂1 e k̂2 calculados usando as equações

k̂1 =
â+ am

b̂
, k2 =

âc

b̂
(C.7)

desde que b 6= 0, onde â e b̂ são as estimativas on-line dos parâmetros da planta a e
b, respectivamente.

As estimativas â e b̂ são geradas por uma lei adaptativa conforme segue. O
projeto do VS-APPC se inicia com o seguinte modelo série-paralelo

ė1 = ay + bu = ame1 − ame1 + ay + bu

ou seja,

e1 =
1

s+ am
[ame1(s) + ay(s) + bu(s)

Uma estimativa para e1 é gerada como

em =
1

s+ am
[ame1(s) + ây(s) + b̂u(s)]

Com isso, tem-se que
ėm = −amem + ame1 + ây + b̂u (C.8)

Com base na equação do erro de rastreamento (C.2) e definindo o erro de estimação
ε , e1 − em, a seguinte equação é constrúıda:

ε̇ = ay + bu+ amem − ame1 − ây − b̂u

ε̇ = −amε− ãy − b̃u (C.9)

onde ã = â− a e b̃ = b̂− b. Como a e b são constantes, por hipótese, tem-se:

˙̃a = ˙̂a
˙̃b =

˙̂
b

(C.10)

C.2 Análise de Estabilidade

Nos algoritmos convencionais (com leis integrais de estimação) utiliza-se

˙̂a = γ1εy
˙̂
b = γ2εu

(C.11)

onde γ1, γ2 > 0 são os ganhos adaptativos.
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Seja a seguinte candidata a função de Lyapunov:

V (ε, ã, b̃) =
1

2

(
ε2 +

ã2

γ1
+
b̃2

γ2

)
> 0 (C.12)

então,

V̇ (ε, ã, b̃) = εε̇+
ã ˙̃a

γ1
+
b̃ ˙̃b

γ2

V̇ (ε, ã, b̃) ≤ −amε2 (C.13)

o que garante [ε, ã, b̃]> = [0, 0, 0]> como um ponto de equiĺıbrio estável. Estas
propriedades não garantem que b̂(t) 6= 0 ∀t ≥ 0, uma condição requerida para k̂1
e k̂2, dada por (C.7), para ser finito. Portanto, técnicas de projeção devem ser
utilizadas neste caso.

Considera-se agora as seguintes leis chaveadas para â e b̂:

â = āsgn(εy), ā > |a|
b̂ = b̄sgn(εu) + bnom, b̄ > |b− bnom|

(C.14)

Seja a seguinte candidata à função de Lyapunov:

V (ε) =
ε2

2
(C.15)

então,
V̇ (ε) = εε̇

= ε(−amε− ãy − b̃u)

=−amε2 − ãεy − b̃εu
=−amε2 − (â− a)εy − (b̂− b)εu
=−amε2 − [āsgn(εy)− a]εy − [b̄sgn(εu) + bnom − b]εu
=−amε2 − (ā|εy| − aεy)− [b̄|εu| − (b− bnom)εu]

Como ā > |a| e b̄ > |b− bnom|, obtém-se

V̇ (ε) ≤ −amε2 < 0 (C.16)

o que garante ε = 0 como um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente
estável, o que implica que ε ∈ L∞ e ε ∈ L2.

Considerando a equação (C.8) e substituindo u conforme (C.6), tem-se

ėm = −amem + ây − âe1 − âc

ėm = −amem (C.17)

Portanto,
ėm = −amem ⇒ em(t) = e−amtem(0)
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e, portanto, limt→∞ em(t) = 0, ou seja, em ∈ L∞ e em(t)→ 0 conforme t→∞, que
junto com o fato de que ε ∈ L∞, tem-se que e1 ∈ L∞, já que e1 = ε + em. Como
y = e1 + c, tem-se que y ∈ L∞.

Dadas as conclusões anteriores juntamente com o fato de que k̂1 e k̂2 são sinais
uniformemente limitados conforme (C.14) e (C.15), tem-se pela equação do sinal de
controle (C.6) que u ∈ L∞ e, consequentemente, pela equação (C.9), tem-se também
que ε̇ ∈ L∞. De ε ∈ L2 e ε̇ ∈ L∞ tem-se que ε(t)→ 0 conforme t→∞.

Com esta técnica de controle não podemos garantir a convergência das estimati-
vas para os valores corretos dos parâmetros da planta.



Apêndice D

Produção Cient́ıfica Relacionada

Para ressaltar a divulgação dos resultados obtidos e relacionados a esta tese de
doutorado, seguem abaixo alguns trabalhos publicados ou submetidos até o mo-
mento:

1. A proposta inicial do controlador VS-APPC foi apresentada para o caso de
plantas de primeira ordem, objetivando introduzir os conceitos básicos desta
nova estratégia de controle. Foram apresentados o projeto, incluindo as leis
chaveadas propostas para a estimação de parâmetros, e resultados de simu-
lações para um sistema instável (Silva Junior et al. 2004a, Silva Junior et al.
2004b).

2. Alguns resultados do VS-APPC aplicado ao controle de velocidade de moto-
res de indução foram publicados (Silva Jr. & Araújo 2005, Silva Junior &
Araújo 2006b, Silva Junior & Araújo 2007). Os resultados desta implementa-
ção prática foram comparados aos resultados de um controlador PID.

3. Um outro trabalho apresentou o VS-APPC sendo aplicado a sistemas de acio-
namento com máquinas śıncronas a imã permanente. A aplicação consistiu no
controle de corrente em malha fechada da máquina. Resultados de simulação
e experimentais foram apresentados para comprovar a eficiência do esquema
de controle (Ribeiro et al. 2006).

4. Após diversos resultados obtidos com a aplicação do VS-APPC a plantas de
primeira ordem, o projeto para o caso geral foi apresentado (Silva Junior &
Araújo 2005, Silva Junior & Araújo 2006a), utilizando a abordagem polinomial
para a lei de controle. Resultados de simulações para uma planta de fase não-
minima instável de segunda ordem foram apresentados.

5. O trabalho seguinte envolvendo um projeto do VS-APPC foi com uma abor-
dagem de controle ótimo (Silva Jr. et al. 2008). O artigo propôs o desenvolvi-
mento do VS-APPC através da utilização da estratégia denominada Controle
Linear Quadrático (Linear Quadratic Control - LQC). O objetivo principal foi
obter um esforço menor de controle quando comparado à abordagem polino-
mial, ao mesmo tempo em que se procurou garantir uma maior rapidez na res-
posta transitória, caracteŕıstica de sistemas que introduzem não-linearidades
na malha de controle. Foram apresentados resultados satisfatórios de simula-
ções comparando as duas abordagens.
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6. Posteriormente, foi apresentado um estudo do efeito da localização dos zeros
na resposta de sistemas de fase não-mı́nima de segunda ordem controlados
pelo VS-APPC (Silva Junior et al. 2011b). Resultados de simulações para
vários sistemas de segunda ordem foram apresentados, sugerindo que a dis-
tância relativa entre os zeros e polos instáveis do sistema afeta diretamente o
comportamento do sistema em malha fechada.

7. Em outro trabalho, foi apresentada a análise de estabilidade e o projeto do VS-
APPC para plantas de primeira ordem (Silva Junior et al. 2011a). Resultados
de simulações comparando o VS-APPC com esquemas de controle adaptativo
tradicionais foram apresentados.

8. Com o objetivo de apresentar um projeto mais simples do que o caso geral, foi
apresentado o projeto do VS-APPC para plantas SISO LTI sem zeros (grau
relativo n) (Silva Junior et al. 2013). Resultados de simulação comprovaram
as caracteŕısticas já verificadas em versões do VS-APPC publicadas anterior-
mente.

9. O primeiro trabalho envolvendo a proposta do IVS-APPC considerava no pro-
jeto uma lei de controle de ordem fixa (Silva Junior & Araújo 2016). Os resul-
tados de simulação apresentados mostraram que o objetivo do posicionamento
de polos era alcançado através da determinação prévia de uma lei de controle
intervalar, encontrada pelo uso de um algoritmo de otimização que soluciona
um problema de Programação Não-Linear. O objetivo do IVS-APPC foi aper-
feiçoar algumas caracteŕısticas do VS-APPC, mantendo outras importantes,
como a aplicação a plantas de fase não-mı́nima.

10. Na sequência, o projeto generalizado e mais detalhado do IVS-APPC, conforme
apresentado nesta tese, foi submetido e aceito para publicação em um periódico
(Silva Junior et al. 2016).
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