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Information is the resolution of uncertainty.

— Claude Shannon.
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Resumo

O presente trabalho usa uma medida de similaridade denominada correntropia
no desenvolvimento de um novo método para estimar uma relacao linear entre
as variaveis e suas amostras. O objetivo € estender o conceito de correntropia a
partir de duas variaveis para quaisquer dois vetores (mesmo com diferentes
dimensdes), utilizando conceitos estatisticos. Através das extensdes
multidimensionais que serdo apresentadas, o problema de regressdo ou
identificagdo de sistemas pode ser formulado de uma maneira diferente,
buscando retas e hiperplanos que possuem a maxima densidade de
probabilidade dos dados desejados. Experimentos mostraram que o novo

algoritmo tem uma boa atualizacao de ponto fixo e robustez a ruidos impulsivos.

Palavras-Chave: Funcéo densidade de probabilidade - pdf, Entropia, Potencial

de Informacdo, correntropia.
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Abstract

This present work uses a generalized similarity measure called correntropy to
develop a new method to estimate a linear relation between variables given their
samples. Towards this goal, the concept of correntropy is extended from two
variables to any two vectors (even with different dimensions) using a statistical
framework. With this multidimensionals extensions of Correntropy the regression
problem can be formulated in a different manner by seeking the hyperplane that
has maximum probability density with the target data. Experiments show that the
new algorithm has a nice fixed point update for the parameters and robust
performs in the presence of outlier noise.

Keywords: probability density functions — pdf, Entropy, Potential Information,

Correntropy.
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Capitulo 1

Introducao

Um problema bastante comum na Engenharia € como extrair o maximo de
informacgdes relevantes presentes nos dados. Atualmente, nos deparamos com
uma quantidade enorme de dados, dos quais muitos deles s&o irrelevantes ou
redundantes. Para conseguirmos extrair informagdes precisas, necessitamos
filtrar ou trabalhar tais dados, possivelmente com sistemas adaptativos que sao
utilizados para fornecer um modelo estimado que melhor represente os dados,
desse modo necessitamos utilizar um critério para avaliar a diferenca entre os
valores estimados e os reais (erro). Uma forma é utilizar a média do quadrado
do erro (erro médio quadratico — EMQ) como um critério para selecionar um
estimador adequado [1].

Norbert Wiener utilizou o conceito do EMQ, em problemas de filtragem
adaptativa, com o objetivo de reduzir a quantidade de ruido presente nos dados
baseando-se em uma abordagem estatistica [2]. A partir do trabalho de Wiener
foram desenvolvidos varios outros sistemas adaptativos incluindo Redes Neurais
Artificiais (RNA), que se concentraram na maioria em torno do erro médio
quadratico resultando em superficies quadraticas de forma que expressdes
analiticas podem ser facilmente encontradas e analisadas.

Essa pratica foi estendida ao treinamento de inUmeros sistemas adaptativos,
gerando um entendimento de que o momento de segunda ordem (variancia com
relacdo a média) [3] é suficiente na determinacao de solucdes para quase todos
os problemas de ordem pratica na Engenharia, onde a distribuicdo gaussiana
emerge naturalmente como uma distribuicdo para os processos envolvidos,

como consequéncia do Teorema Central do Limite — TLC [4]. Nas ultimas
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décadas inUmeras pesquisas seguiram nesta linha, adotando o erro médio
quadratico e/ou a variancia no erro na solucao de tais problemas (supervisionado

ou ndo supervisionado).

No entanto, novos problemas surgiram que ndo podiam mais serem resolvidos
através de métodos que utilizavam estatistica de segunda ordem, e que exigiam
novas técnicas utilizando estatistica de ordem superior nos processos
envolvidos, tais como: Separacdao Cega de Fontes (BSS - Blind Source
Separation), Analise de Componente Principal (ICA - Independent Components
Analysis), dentre outros [5] [6]. No entanto, enquanto as pesquisas avangavam
na area de sistemas adaptativos, paralelamente na area de comunicacoes
avancava e se consolidava o conceito da teoria da informacédo. Shannon utilizou
0 conceito de entropia como uma medida de incerteza e o transformou numa
medida de quantidade de informacao, sendo inicialmente designada de Teoria
Matematica da Informacao. Motivado pelo problema das comunicagdes com
seguranga, Shannon estabeleceu um modelo de sistemas de comunicagéao
genérico e formalizou os conceitos de medida de informacéao, de capacidade de
transferéncia de informacao sobre um canal e de codificagdo [7]. A teoria da
informacdo, é uma teoria matematica consistente, que teve significativa
importancia em areas como a teoria das probabilidades, estatistica, ciéncia da
computacdo, fisica, economia, biologia e quimica [8].

Outra contribuicdo nesta area foi apresentada pelo Matematico Hungaro Alfred
Rényi que apresentou uma familia paramétrica de entropias sendo a entropia de
Shannon um caso particular da entropia de Rényi [9]. O trabalho de Rényi nao
foi inicialmente reconhecido como uma ferramenta a ser utilizada na Engenharia,
até que na década de 90 passou a ser utilizada em diferentes campos, dentre
eles o de processamento de imagens, onde foi apresentada uma técnica geral
para limiarizacao de imagens digitais com base na entropia de Rényi [10] mais

recentemente temos aplicagdes em Estimacao espectral e reconhecimento de

padrdes [11], em algoritmos de aprendizagem de maquinas [12] e em aplicacoes

biomédicas [13], dentre outras. Ainda na década de 90, foi proposto um método

para estimar a entropia de dados utilizando a entropia de Shannon e a lei dos
grandes numeros, como um estimador baseado na média das amostras, porém

nao muito eficiente [14].
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Os algoritmos de adaptacdo que utilizam o EMQ consideram apenas 0s
momentos de segunda ordem da distribuicdo do erro, bem eficiente se levarmos
em conta que o erro possui uma distribuicdo gaussiana, no caso em que a
distribuicao do erro é ndo gaussiana, faz sentido utilizarmos funcdes de custo
alternativas para a adaptacéo.

Pensando nisso, Principe e Erdogmus [6] propuseram uma abordagem diferente
baseada na Entropia do Erro (CEE), cujo objetivo é remover a incerteza tanto
quanto possivel a partir do sinal de erro. Eles desenvolveram um estimador de
entropia nao paramétrico baseado na entropia de Rényi, que pode ser aplicado
diretamente aos dados obtidos a partir de experimentos, manipulando
diretamente a informacéao contida nesses, desta forma foi aplicado com sucesso
a entropia de Rényi e outros critérios de otimizacao na resolucao de problemas,
tais como: separacéao cega de fontes, reducao de dimensionalidade, extracao de
caracteristicas, dentre outros. Principe foi o primeiro a utilizar o termo Information

Theoretic Learning — ITL, na literatura de sistemas adaptativos [1].

7

Em ITL o principal objetivo € encontrar fungées de custo que manipulem
diretamente a informacgao presente nos dados, a questao fundamental em ITL é
como estimar os dois principais descritores estatisticos propostos pela teoria da
informacdo, a entropia e divergentes diretamente das amostras. ITL é
independente da arquitetura de aprendizagem de maquina, e exige apenas a
disponibilidade dos dados sem a necessidade de nenhum conhecimento a priori
sobre a distribuicdo dos mesmos [15], pode-se neste caso pensar fungdes de
custo baseadas no erro como uma medida a ser minimizada para alcancar a
maxima entropia. ITL quantifica as propriedades gerais dos dados, mas
podemos aplicar tais conceitos para medir similaridade entre variaveis aleatérias

que é geralmente expressa como a correlacao.

No entanto, a correlacdo trata da informacao a partir dos momentos estatisticos
de segunda ordem levando em conta que a pdfdos dados é gaussiana, em casos
em que a pdf é ndo gaussiana ou que se necessita generalizar a similaridade
incluindo a informagao presente nos momentos de alta ordem, faz-se necessario
generalizar a correlacdo. Recentemente, o conceito de uma nova generalizagao

de fungbes de correlagao foi apresentado, denominada de correntropia [16]. O
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nome indica uma forte relagdo com a correlacdo, mas possuem diferencas bem
significativas, a Correntropia é uma funcdo definida positiva que mede a
similaridade linear ou nao linear entre varidveis aleatérias localmente e envolve
estatistica de alta ordem dos dados de entrada, enquanto que a correlagao é
quadraticamente dependente das distdncias entre amostras nos espaco
conjunto [16]. A correntropia vem sendo utilizada como uma nova fungéao de
custo para sistemas adaptativos com um critério denominado de critério da
maxima correntropia (MCC) [17]. O MCC é um critério local de medida de
semelhanca muito Gtil quando o ruido presente nos dados é nao gaussiano, nao
possui média zero e possuem muitos ruidos impulsivos (outliers) [17].

Neste trabalho, iremos apresentar uma generalizacdo para correntropia no
desenvolvimento de um método para a estimacao de uma relacao entre os dados
e suas amostras. Para atingir esse objetivo iremos expandir o conceito de
correntropia de duas variaveis para dois vetores (mesmo de dimensdes

diferentes) utilizando ferramentas estatisticas.
1.1 — Motivacao e Contribuicoes

Motivados pelos recentes avancos cientificos na area de ITL, iremos neste
trabalho estender aplicacbes da correntropia para estimadores lineares. Os
conceitos desta nova definicdo de correlacao generalizada sao estendidos a
variaveis multidimensionais, em vez de apenas comparar duas variaveis como
apresentado na definicao original. A correntropia apresenta varias propriedades
interessantes que conecta areas como ITL, métodos de Kernel e estimadores

robustos.

A organizacdo da tese é a seguinte. Apdés um breve histérico sobre teoria da
informacao, ITL e métodos de Kernel de modo a apresentar as terminologias, em
seguida no capitulo 2, abordaremos alguns conceitos basicos e definicbes da
teoria de aprendizagem em sistemas e dos momentos da teoria de informagao
inseridos no contexto de ITL. No capitulo 03, apresentamos a definicado da
entropia e da entropia quadratica de Rényi bem como a conceituacdo de
potencial de informacdo — IP, apresentamos também uma introducdo a

unificacao entre ITL e métodos de Kernel ou aprendizagem estatistica através
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de uma nova medida de correlacdo generalizada. No capitulo 04, os conceitos
dessa correlacao generalizada sao estendidos a espacos multidimensionais,
bem como alguns exemplos sdo apresentados para corroborar Nnosso
entendimento e que possamos vislumbrar aplicagcdes em diferentes campos.

Finalmente, apresentamos as conclusdes e possiveis futuras linhas de pesquisa.
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Capitulo 2

Teoria da Informacao na Aprendizagem de

Sistemas.

O Erro médio quadratico (EMQ) é um critério de desempenho utilizado na
aprendizagem supervisionada dada a sua simplicidade matematica que permite
uma analise tedrica simples. Ele provém meios suficientes para explorar a
estatistica de segunda ordem de um sistema com distribuicées gaussianas [2].
No entanto, recentemente, novos problemas surgiram que n&o poderiam mais
serem resolvidos através de métodos que utilizam estatistica de segunda ordem,
de modo que o conceito de aprendizagem passou a ser visto a partir da
minimizacado da entropia do erro utilizando-se da entropia quadratica de Rényi
com técnicas de janelamento de Parzen para a solucao de tais problemas.

A técnica de janelamento de Parzen € utilizada para obter uma estimativa da
funcéo densidade de probabilidade do erro (pdf do erro), preservando o0 minimo
global, desde que certas restricdes sejam satisfeitas. A aplicagéo do critério da
entropia do erro em problemas praticos de aprendizagem supervisionada é
conceitualmente simples e sera apresentado, ou seja, dado um determinado
sinal produzido por um sistema desconhecido (dados de treinamento), estima-

se a entropia do erro do conjunto de dados [18].

2.1 — Alguns Conceitos Basicos e Definicoes.

Um passo importante na extracdo de conhecimento a partir de um conjunto de
dados é a modelagem. Modelar & encontrar maneiras de desenvolver e
implementar modelos matematicos a partir de dados reais, no entanto para saber
se 0 modelo representa bem os dados necessitamos de métricas, dentre as

quais citamos o EMQ.
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Vamos assumir que o0 nosso problema é encontrar um modelo estatistico que
encontre uma relacao entre duas variaveis aleatérias {x,d} a partir de um

conjunto de medidas obtidas de uma fonte de sinal desconhecida.

A seguinte figura ilustra o processo.

£x, w) Dados d
Dados x Sistema /' Saida 14 Erro=d —vy
] Adaptatiy AL/

Mecanismo de adaptacao

Critério de
custo

Figura 01 — llustracdo do mecanismo de aprendizagem por adaptacao.

O cenario apresentado na figura 01 é geralmente descrito como aprendizagem
de maquina ou sistema adaptativo supervisionado, cujo objetivo principal é
aprender a partir dos dados apresentados e melhorar o seu desempenho através
do processo, de forma que podemos entender como aprendizagem 0 processo
pelo qual os parametros livres wdo sistema sdo adaptados através da
estimulacdo do mesmo produzindo uma resposta y. Como resultado o sistema
sofre modificagdes nos seus parametros livres e responde de uma maneira nova

devido a tais modificagdes a partir do sinal de erro.

Um conjunto de regras bem definidas para a solucdo do problema de
aprendizagem é denominado de mecanismo de adaptacdo ou algoritmo de
aprendizagem, no processo de aprendizagem o sinal de saida representando a
resposta do sistema adaptativo é comparado com uma resposta desejada
representada por d. Consequentemente, € produzido um sinal de erro (Erro =
d — y). Este sinal de erro aciona um mecanismo de adaptacao, cujo propoésito é
aplicar uma correcdo aos parametros w, tais ajustes tém como objetivo
aproximar o sinal de saida y da resposta desejada d. Este objetivo é alcangcado
minimizando-se um critério ou funcional de custo, definido em fungao do sinal de
erro. O processo de ajuste dos parametros livres continua até o sistema atingir
um estado estavel, onde o processo é entdo encerrado. O processo de
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aprendizagem descrito € denominado na literatura como aprendizagem por

correcdo de erro [19].

A formulacao de problemas de aprendizagem € bastante ampla e engloba muitos
problemas especificos, no entanto vamos exemplificar apenas trés destes
problemas que s&o: reconhecimento de padrdes, regressdo e estimagao da
fungéo densidade de probabilidade.

2.1.1 — Reconhecimento de padroes.

O reconhecimento de padrdes tem como objetivo a classificacdo de objetos em
um numero de categorias ou classes, é parte integrante da maioria dos sistemas
de aprendizagem para a tomada de decisées. A abordagem baseia-se em
argumentos probabilisticos decorrentes da natureza estatistica nos dados.
Adotando esse raciocinio, podemos projetar sistemas que classificam ou rotulam
padrdes desconhecidos em classes.

Seja um sistema cuja tarefa seja classificar n classes distintas C;,i = 1,---,n, a
um padrao desconhecido apresentado e sendo representado por um vetor de
caracteristicas x, com probabilidade condicional P(C;|x), representando a
probabilidade do parametro desconhecido pertencer a uma respectiva classe C;
dado o vetor correspondente x. Os classificadores geralmente calculam o
maximo da funcao probabilidade definido pelas classes de modo que, o padrao
desconhecido é entdo designado ou rotulado para a classe correspondente a
esse valor maximo ou, se utilizar a probabilidade do erro o problema entao
consistird na minimizacao da probabilidade do erro de classificagéo [20].

2.1.2 — Regresséo.

Um dos principais métodos estatistico cujo objetivo é estimar uma ou mais
variaveis (dependente) em funcao de outra(s) (independente). Por exemplo, Se
y deve ser estimada em funcdo de x por meio de uma equacao, tal equacgéao é
denominada equacédo de regressédo de y sobre x e a curva correspondente é a
curva de regressado de y sobre x. De modo geral, pode-se ajustar mais de uma

curva a determinado conjunto de dados.
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A dispersdo dos dados em relacdo a uma curva de regressao indica que, para
determinado valor de x, ha efetivamente valores distintos de y distribuidos em
torno da reta ou curva de regressdo. Esta ideia de distribuicdo conduz
naturalmente a conclusdo de que existe uma relagdo entre o problema de ajustar

a curva e a teoria de probabilidade.

Esse relacionamento é visualizado a partir da analogia utilizando-se as variaveis
aleatérias X e Y que podem assumir os diversos valores amostrais x e y,
respectivamente. Supde-se que as variaveis aleatérias tenham uma funcao
distribuicao de probabilidade conjunto, ou funcao de densidade conjunta, f(x,y),

conforme se trate de variaveis discretas ou continuas [21].

Dada a funcao de densidade, ou funcédo de densidade conjunta f(x,y) de duas
variaveis aleatérias de Xe Y, é natural, de acordo com as observacoes

apresentadas, perguntar se existe uma funcao g(X) tal que,
E[(Y — g(X))?*] - 0. (2.1)

Uma determinada curva com equacéo y = g(X) de acordo com a propriedade
(2.1) é denominada curva de regresséao de erro médio quadratico ou de minimos
quadrados [21]. Quando nao conhecemos f(x,y), podemos utilizar o critério

(2.1) para obter curvas de regressao aproximadas através da estimacao.

2.1.3 — Estimacdo da funcdo densidade de probabilidade — Métodos nao

parameétrico.

Na década de 60 alguns pesquisadores sugeriram varios métodos para estimar
pdf’s, entdo chamados de ndo paramétricos, que sao basicamente variacdes das
aproximagodes executadas com o histograma de uma pdfdesconhecida, bastante
comum a partir dos conceitos bésicos estatisticos utilizados na estimagéo de
funcdes densidade de probabilidade. O objetivo desses métodos consiste em
estimar a densidade a partir de uma gama de funcées que nao sao restritas a
um conjunto paramétrico de fungdes. Dentre o0s naos paramétricos

destacaremos 0 método de janelamento de Parzen.

A ideia basica em estimar a densidade é dada por,
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k

p(x) = W

Onde V é o volume de uma pequena regiao em x com k valores em n amostras
dos dados. Inicialmente no método de janelamento de Parzen, iremos supor uma
determinada regido como sendo um hipercubo L — dimensional, se h for o
comprimento de uma aresta do referido hipercubo, entdo o seu volume é dado
por [22],

V = hl. (2.2)

Podemos obter uma expressao analitica em k, definindo uma fungéo janela

@: R - R tal que:

lu;| < 1/2, i=1,..,n

) (2.3)
caso contrario

b (w) ={ 1

0,

Que define um hipercubo unitario em R centrado na origem. Da analogia, segue
que ®((x —x;)/h) é igual a unidade quando x; estiver contido no hipercubo de
volume V centrado em x, e nulo caso contrario. Portanto, o nimero de dados

contidos no hipercubo de lado h centrado em x é,

k=) o () (2.4)

n
=1

Como sabemos que o hipercubo de lado h em R possui volume dado pela

equacao (2.2). Dai, podemos escrever nosso estimador da pdf como:

n

o0 =12 o () =m0 (50 25

i=1

Conhecido como método de janelamento de Parzen [22]. De tal modo que a
expressao (2.5) pode ser vista como uma média de fungdes de x e das amostras
x;. De forma resumida, temos a funcéo janela sendo utilizada para interpolar de
modo que cada amostra contribua para a estimativa de acordo com a sua

distancia a partir de x.
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A funcao @ deve satisfazer as seguintes condigdes,
?(x) =0,vx e [P(w)du=1

E se mantivermos a relagdo V = h%, entdo segue que p(x) também satisfaz

essas condicoes. Ou seja,

p(x) =0,Vx

jﬁ(x)dx - j%i%cp(x;xi)dx =%zn:fcp(x;x")dx
i=1 i=1

No entanto, a funcao definida em (2.5) apresenta algumas desvantagens, tais
como: estimativas de densidade que possuem descontinuidades e igual
ponderagado de todos os pontos x; independentemente da sua distancia até o
ponto de estimativa x, por esta razdo, a janela de parzen é geralmente
substituida por uma fungcéo kernel suave, sendo a mais comumente utilizada, a
funcdo Gaussiana ou distribuicdo normal [22], de forma que podemos escrever

a estimativa da pdf como,

(2.6)

(x — xi)T(x - x;)
(=)

x) =— ex
P Tlizlx/ZnhL P

Desta forma a pdf desconhecida pode ser aproximada por uma média de n
gaussianas centradas em amostras distintas do conjunto de treinamento, e a
influéncia de cada gaussiana é mais localizada no espaco de caracteristicas em
torno da area de seu valor médio. A expansdo de uma pdf é a soma das
gaussianas, e o parametro desconhecido h denominado por largura do kernel,
que afeta diretamente a largura e a amplitude das gaussianas, € escolhido pelo
usuério. Para ilustrar tais conceitos iremos apresentar como exemplo um

conjunto de amostras com x;e R, distribuidos de acordo com a seguinte pdf,

p(x) = 0,33N:(0;0,2) + 0,66V (2; 0,2)
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A distribuicao de probabilidade escolhida como exemplo é uma soma de duas
distribuicbes gaussianas (normal) com médias 0 e 2 e desvios padrao de 0,2,
respectivamente. Desta forma, iremos estimar a pdf utilizando uma aproximacao
através do janelamento de parzen utilizando kernel gaussiano. Primeiramente
fixamos o nimero de amostras (n = 2000) e variamos a largura do kernel (h =

0,01;0,05; 0,1 e 1), obtendo os seguintes resultados:

estimativa para h = 0,01 estimativa para h = 0,05
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0.6

0.2

0.8

0.6

0.2

real
estimada

amostras

estimativa para h = 0,1

real
estimada

0
amostras

p(x)

p(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

real
estimada

0 5
amostras

estimativa para h = 1,0

real
estimada

0 5
amostras

Figura 02 — pdf estimada (linha tracejada) via janelamento de Parzen da pdfreal
(linha sélida), utilizando um kernel Gaussiano com variacdo em h e um tamanho

fixo de 2000 amostras de treinamento.

Podemos observar a partir da figura 02 que para uma quantidade fixa de
amostras de treinamento, um valor pequeno na largura do kernel representa uma
grande variancia nos dados estimados, enquanto que valores maiores desta
representam uma suavizacdo na variacao da densidade. Iremos em seguida,
fixar o valor da largura do kernel (h = 0,1) e variarmos o numero de amostras de

treinamento (n = 500; 1000; 3000 e 10000) obtendo os seguintes resultados:
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Figura 03 — pdf estimada(linha tracejada) via janelamento de Parzen da pdf real
(linha solida), utilizando um kernel Gaussiano com h fixo e variagdo no nimero

de amostras de treinamento.

Podemos observar na figura 03 que para uma largura de kernel fixa, a variancia
dos dados estimados decresce a medida que aumentamos o numero de
amostras de treinamento. Desta forma, podemos concluir que a estimativa da
pdf utilizando o método de janelamento de Parzen deve levar em conta tanto a
largura do kernel como a quantidade de amostras utilizadas. A escolha da largura
do kernel é crucial, e varias abordagens na escolha de tal parametro pode ser
encontrada na literatura, por exemplo, Silverman [23]. Normalmente, um grande
namero de amostras é necessario para um bom desempenho, no entanto
devemos observar que este numero cresce exponencialmente com a

dimensionalidade dos dados (maldicdo da dimensionalidade).
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2.2 — Information Theoretic Learning

Recentemente, por outro lado, especialmente nas areas de processamento de
sinais e comunicagao, novos problemas encontrados foram exigindo o uso de
propriedades estatisticas de ordem superior nos processos envolvidos. Nesses
problemas, a escolha de um critério baseado em medidas estatistica da
informacao depende de outros requisitos e ndo mais do EQM. Pensando nisso,
Principe e outros propuseram a combinagdo de um funcional de mapeamento
com uma funcéo de custo baseado na modelagem dos dados com o objetivo de
obter uma eficiéncia computacional [6]. A modelagem lida com a construcao de
descritores escalares das pdf ‘s, que caracteriza a estrutura dos dados. A
vantagem destes descritores € que eles resolvem o processamento dos dados

com simplicidade computacional.

No entanto, o critério baseado na medida de informacéo nao sofre a limitacao da
gaussianidade inerente as funcbes de custo baseadas em momentos de
segunda ordem (EQM). Isto é conseguido com a utilizacao de descritores tais
como entropia, divergentes e informacdo mutua (conceitos provenientes da
Teoria da Informacao — IT), combinados com estimadores nao paramétricos das
pdfs, que trazem robustez e generalizacéo para o funcional de custo e melhoram
o desempenho em muitos cenarios realistas, tais como processamento
estatistico de sinais e aprendizagem de maquina. No entanto, existem diferencas
significativas entre a aplicacdo da teoria da informacdo para sistemas de
comunicagao apresentada por Shannon e a realidade em processamento de
sinal adaptativo e aprendizagem de maquina. Tal combinagao foi denominada
de Information Theoretic Learning — ITL [1].

Uma grande vantagem da ITL é que com pequenas modificacdes, ela pode ser
utiizada em: aprendizagem convencional, métodos de filtragem adaptativa,
aprendizagem de maquina e métodos de kernel. Vamos agora analisar o
mecanismo de adaptacao da figura 01 a partir do ponto de vista da Teoria da
Informacgéo — IT.

As informacdes contidas na pdf conjunta p(x,d) devem ser transferidas da
melhor forma possivel aos parametros livres w do sistema. Portanto, deseja-se

a extracdo do maximo de informacao possivel da pdf do erro p(e), ajustando w
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de modo a aproximar o maximo possivel y = f(x,w) de d em um sentido de
informacédo. Neste caso, a entropia pode ser utilizada como uma medida da
incerteza presente no erro, de modo que o funcional de custo pode ser utilizado

para minimizar a entropia do erro [1].
2.3 — Entropia

O termo entropia como um conceito cientifico foi inicialmente utilizado na
termodinamica por Clausius em 1850. Sua interpretacdo probabilistica no
contexto estatistico é atribuida a Boltzmann (1877). No entanto, a relacao
explicita entre entropia e probabilidade foi registrada depois de varios anos por
Planck (1906). Em 1928 Hartley fundamentou que quando um simbolo é
escolhido a partir de um conjunto finito de simbolos, entdo o nimero de escolhas
pode ser considerado como uma medida de informagao ou como ele denominou
quantidade de informag&o. Shannon, em um artigo publicado (1949) utilizou tal
conceito para dar uma descricdo simplificada a propriedades de uma longa
sequéncia de simbolos, e aplicou os resultados a um numero de problemas
basicos na teoria de codificacdo e transmissdao de dados. Suas notaveis
contribuicées formam a base da moderna Teoria da Informagéo — /T [7]. Jaynes
(1957) aplicou o principio da maxima entropia a uma variedade de problemas
envolvendo a determinagcdo de parametros desconhecidos em dados
incompletos. No nosso contexto, a entropia é definida como a incerteza presente
em uma variavel aleatéria, e sera adotada como critério para aplicacdes onde a
manipulagdo do contetudo presente na informacdo em sinais é desejado ou
necessario [1].

Inicialmente vamos considerar uma variavel aleatéria X, onde cada evento pode
ser considerado como uma mensagem. Entdo, considerando uma variavel
aleatdria discreta X, modelada como X = {x;| k = 0,%1, ..., £n}, onde os valores
das amostras x; € um numero discreto e (2k + 1) € o numero total de niveis
discreto. Para completar o modelo, o evento X = x; ocorre com probabilidade

pr = P(X = x;) onde é requerido que

n
OSpksleZpk=1 2.7)

k=—n
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Suponha que o evento X = x; ocorre com probabilidade p;, = 1. Em tal situacao,
temos certeza da ocorréncia do evento e a informagdo contida na mensagem €&
nula. No entanto, se a probabilidade p, possuir um valor baixo entdo a
mensagem é incerta e o conteudo da informacao é elevado, temos a maxima
incerteza se p, = 0,5. Entdo os conceitos de incerteza e informacédo sao
relacionados entre si e a quantidade de informacéo é relacionada como o inverso

da probabilidade de ocorréncia de um evento [1].
Definimos a quantidade de informagédo ganha ap6s a ocorréncia do evento X =

X, com probabilidade p, como uma fungao logaritmica

1
1(xx) = log (p ) = —logpy (2.8)

Pi
onde a base do logaritmo é arbitraria, em qualquer caso a informacao dada na
equacao (2.8) apresenta as seguintes propriedades:

I(x) =0 para p,=1 (2.9)

obviamente, se temos certeza absoluta na realizacao de um evento, entdo nao

ha informagéao ganha pela sua ocorréncia.
I(x)=20 para 0<p,<1 (2.10)

Isto é, a ocorréncia do evento X = x;, ou fornece alguma ou nenhuma

informagdo, mas nunca provoca uma perda de informacéao. Ou seja,
IG) > 1(x) para  pe <p; (2.11)

de modo que o evento mais improvavel é o que obtemos mais informacao

através de sua ocorréncia.

A quantidade de informagdo I(x;,) € uma variavel aleatéria discreta com
probalilidade p,. O valor médio de I(x;) dentro do range completo de valores

discretos € dado por
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H(X) = E[I(xy)] = Z prl(xy) = — Z Pi log pi. (2.12)

k=—n k=—-n

A quantidade H(X) é denominada de entropia de uma variavel aleatéria X num
conjunto finito e de valores discreto. A entropia H(X) pode ser vista como a
quantidade média de informag&o transmitida por mensagem. Podemos observar

entao que a entropia H(X) é limitada por
0 < H(X) <log(2k + 1) (2.13)

onde 2k +1 é o numero total de niveis discreto. Dai podemos concluir que
H(X) =0 se, e somente se, a probabilidade p, =1 para algum k e as

probabilidades restantes sdo todas nulas; este valor na entropia nos diz que nao

h& incertezas. H(X) = log(2k + 1) se, e somente se, p, = 1/(2k +1) para todo

k; este valor na entropia corresponde a maxima incerteza [1].

2.3.1 — Entropia em uma variavel aleatoria continua.

Considere uma variavel aleatoria continua X com fungdo densidade de
probabilidade pyx(x). Por analogia com o conceito de entropia da variavel

aleatoria discreta, podemos definir

h(X) = —f px (x) log pydx = —E[log px (x)] (2.14)

Se tivermos um vetor continuo aleatério X consistindo de n variaveis aleatorias

Xy,X,,...,X,. Podemos definir a entropia de X como

h(X) = — f px(x) log pxdx = —E[log px(x)] (2.15)
onde px(x) é a funcdo de densidade de probabilidade de X e x € o valor da
amostra de X.

2.3.2 — Principio da Maxima Entropia

Supondo que temos um processo com um conjunto de estados conhecidos, mas
com probabilidades desconhecidas, e que de alguma forma aprendemos
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algumas restricoes com relacao a distribuicdo de probabilidade dos estados,
cujas restricdbes podem ser um conjunto de valores médios ou limitados. O
problema consiste em escolher um modelo probabilistico que seja 6timo em
algum senso, dado um conhecimento a priori acerca deste modelo. Usualmente
encontramos uma quantidade muito grande de modelos que satisfazem as
restricdes. A questao é: que modelo escolher?

A resposta a esta questéo foi apresentada por Jaynes em 1957 com o principio
da maxima entropia que afirma: “quando uma inferéncia é feita com base numa
informacao incompleta, deve-se utilizar uma distribuicdo de probabilidades que
maximiza a entropia, sujeito a restricbes na distribuicgdo.” De fato, a nocéao de
entropia define um tipo de medida sobre o espaco de distribuicao de
probabilidade de tal forma que as distribuicdes com elevada entropia sejam
favorecidas. Analisando esta informacado podemos concluir que o principio da
maxima entropia trata de um problema de otimizacdo com restricoes cuja

solucdo pode ser apresentada a partir da maximizacao da entropia
h(X) = —f px(x) logpydx (2.16)

em todas as funcgbes distribuicdes de probabilidade py(x) de uma variavel

aleatoria X, sujeita as seguintes restricoes:

1. px(x) =0,
2. ffooopx(x)dx =1

3. fjooopx(x)gi(X)dx = a;, parai=12,..,m.

Onde g;(x) é uma funcado de x. Podemos observar que as duas primeiras
restricoes descrevem duas propriedades das funcbes densidade de
probabilidade, enquanto que a restricdo 3 define os momentos da variavel
aleatéria X, dependendo de como a funcao g;(x) é formulada. Na resolucéao
deste problema de otimizacdo com restricoes, utilizamos o método dos
multiplicadores de Lagrange, especificamente através da funcao Lagrangiana.

m

J(p) = f [— px (%) log px (x) + aopx (x) + Zaigi (x)px(x)] dx (217

=1
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onde a4, ay, ..., a,, S0 0s multiplicadores de Lagrange. Derivando o integrando

da equacéo (2.17) com relagcéo a pyx(x) e igualando o resultado a zero, temos:

m
1
[(1 log px (%) + px(x) e )) +ap + Z a;9; (x)| =0
X i=1
m
1~ logps () + @ + ) &gy (x) = 0
i=1
Resolvendo a equacao para px(x), temos:
exp( —1—logpx(x) + ao + Z a;g; (x) | = exp(0)
i=1
m
px(0) = exp| —1+ap+ ) ag; () (2.18)

i=1

Os multiplicadores de lagrange da equacéao (2.18) sao escolhidos a partir das
restricdes 2 e 3. A equacéao (2.18) define a distribuicdo de maxima entropia para
o problema [1].

2.4 - Informacao Mutua.

Considere duas variaveis aleatérias X e Y com distribuicdo conjunta p(x,y) e
distribuicbes marginais p(x) e p(y). A informagdo muatua I(X;Y) é a entropia

entre a distribuicdo conjunta e o produto das marginais.

I(X;Y) = E[I(x, y:)] = ZZ{: (X, v7) logpszl;gi)
ZZp(xk,yl) og LK) (2.19)
p(x)p(yi) :

Ou no caso continuo

1067) = Byl = | [ pareiog (R Jaway  (@20)
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2.4.1 — Propriedades

1. Nao negatividade: A informacdo mutua I(X;Y) € sempre ndo negativa, ou
seja, I(X;Y) =0

A Informagédo mutua sé € nula se, e somente se, as variaveis aleatérias X

e Y foram estatisticamente independentes.

2. I(X;Y) = I(YV;X);
3. I(X;Y) = H(X) — HX|Y) = H(Y) — H(X|V);
4. I(X;Y)= HX)+ H(Y) — HX|Y).

Podemos agora comecar a definir a entropia conjunta de um par de variaveis

aleatérias X e Y como

HOOY) = = ) > p(x,y)logp(x,y) = ~Exy [log (X, V)] @.21)
x y

Do mesmo modo podemos definir a entropia condicional de X e Y como

H(X|Y) = —ZZp(x,y) logp(y|x) = —Exy [logp(y|x)] (2.22)
x Yy

e a relacao entre informacdo mutua e suas propriedades pode ser visualizada
através do diagrama de venn, apresentado na seguinte figura.

H(X.Y)

N

p N

H(X)

H(Y)

Figura 04 — Relagao entre a entropia e a informag¢ao mutua.
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2.5 — Divergente de Kullback — Leibler

Até agora, estamos relacionando o conceito de entropia com incerteza. Parece
razoavel que a diminuicao da entropia deve resultar em um ganho de informacao,
mas nao temos um tratamento sistematico deste aspecto. O divergente KL
(Kullback — Leibler) esta associado com o conceito de ganho de informacéao, o

qual é considerado por muitos como o conceito fundamental na /T.

O divergente de Kullback — Leibler, determina a quantidade de informacao
inserida em um sistema descrito por uma probabilidade p(x) quando atribui-se
uma outra medida q(x) a este sistema [24]. Representa a “distancia” entre duas

distribuicdes de probabilidade e é definida como

p@) 46
D (pllq) = Zp(xm P =k, o2 ] 2.29)

O divergente KL é efetivamente uma medida de dissimilaridade entre duas
distribuicdes de probabilidade. No entanto, o termo divergente se da devido ao
fato dele somente obedecer a um dos postulados da distancia, ou seja o
divergente é ndo negativo, mas ndo é simétrico e ndo obedece a desigualdade
triangular.

A informacao mutua é um caso particular do divergente KL, que é obtida quando
p(x) é uma pdf conjunta de x e y, e q(x) € o produto das probabilidades

marginais [24]:
D (p(X, Nlg(X,Y)) = 1(X,Y). (2.24)

O divergente KL para uma variavel continua é dado por
p(x)
P @®llat) = [ p6) 1og—dx ~ 5, [log 20 (2.25)

A partir desta breve explanacdo dos conceitos iniciais podemos repensar o
modelo da figura 01 para melhor adequa-lo a um problema de identificacéo,
filtragem ou regressao do ponto de vista de um funcional de custo baseado em
ITL.
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I(y,d)

Desejado d

A

Figura 05 — Aprendizagem baseada num funcional de custo utilizando /TL.

Ao analisarmos a figura 05, podemos ver que o funcional de custo recebe duas
fontes de informacdo, a saida do sistema (y) e a resposta desejada (d), entao o
objetivo é minimizar o divergente (ou maximizar a informagdo) de forma a fazer
a melhor aproximacao possivel entre a saida do sistema e a resposta desejada,
no entanto no lugar de utilizarmos o critério do EQM iremos utilizar o critério da
entropia do erro — EEC. Ou seja,

miny Dy, (y|z) = f p(y)log%dy

miky I(y,z) = Hy) — H(y|z)

miny H(e) = fp(e) logp(e)de.

(2.26)

Podemos concluir que as informagbes contidas na pdf conjunta p(y,d) devem
ser transferidas da forma mais eficiente possivel ao mecanismo de adaptagéo.
Portanto, é de se esperar a maxima extragao de informacao da pdf do erro,
adaptando o sistema de modo a aproximar a saida do sistema a resposta
desejada em um sentido de informacao. Neste caso a entropia pode ser utilizada
como uma medida de incerteza do erro, de forma que a funcéo custo pode ser

utilizada para minimizar a entropia do erro [1].

No proximo capitulo iremos apresentar o conceito da entropia de Rényi, bem
como o conceito de potencial de informacdo e a ponte entre potencial de
informacéo e Janelamento de Parzen, estendendo o conceito de entropia para

espacos funcionais.
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Capitulo 3

Entropia de Rényi, Potencial de Informacao e
Correntropia.

No capitulo anterior vimos que /TL é uma ferramenta para nao parametrizacao
de sistemas adaptativos baseada no conceito de entropia e divergente. Vimos
também que a entropia de Shannon e o divergente de Kullback — Leibler sdo
talvez as duas medidas mais importantes na Teoria da Informagdo — IT e em
suas aplicacdes. Neste capitulo apresentaremos uma generalizacao do conceito
da entropia de Shannon e divergentes como um funcional de custo em
adaptacdo a aprendizagem, bem como os conceitos de uma funcdo que
relaciona diretamente a entropia de Rényi e a estimativa dos dados utilizando

janelamento de Parzen, envolvendo os conceitos de correlacao e entropia.
3.1 — Entropia de Rényi.

Alfréd Rényi, matematico Hungaro, em 1950 estendeu o conceito da entropia de
Shannon apresentando uma familia paramétrica de medidas de entropia como

uma generalizacdo matematica da entropia de Shannon.

A partir da equacéao funcional de Cauchy, Rényi buscou uma definicao geral para
medidas de informacdo que preservassem o0s axiomas da probabilidade de

Kolmogorov e a aditividade de eventos independentes [9].

3.1.1 — Caracterizando a Entropia de Shannon e definindo a entropia de
Rényi.

Em 1949, Shannon apresentou uma maneira de medir a quantidade de

informacao presente em uma mensagem transmitida, ele propés o uso da
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entropia como uma medida da incerteza contida em uma distribuicdo de

probabilidade como uma definigdo da informacao presente nos dados.

Se considerarmos X como uma variavel aleatéria continua com distribuicao

densidade de probabilidade p(x), a entropia de Shannon pode ser definida como
HOO = - [ () logp(da 1)

Onde a entropia é um funcional da pdf p(x) e pode ser denotada como H(p).
Se considerarmos X como sendo uma variavel aleatéria discreta com funcgao
massa de probabilidade P{X = x;} = px, (k =0,1,...,n) a entropia (discreta) de

Shannon pode ser definida como
n
HX) = Z Pi log py (3.2)
k=1

Alguns postulados foram apresentados para caracterizar a medida de entropia
de Shannon, dentre eles podemos citar:

1. H(P) = H(py), (k=0,1,...,n) € uma fungéo simétrica dos elementos py;

2. H(p,1—p) € uma funcdo continuaemppara0 <p <1;

3. H(Y/3. M) =1,

4. H[tp,,(1 —O)p, P2 0 0nl = Hpy,p2 .., pn) + p1H(t, 1 — t) para qualquer
distribuicdo P = py, (k=0,1,..,n)epara0 <t <1.

A prova destes postulados caracteriza a equacao (3.2). Inicialmente vamos
considerar duas distribuigoes de probabilidade P = p,, (k=0,1,..,n) e Q = g,
(G=01,..,m) em que (P.Q) € o produto direto das distribuicbes P e Q

consistindo nos nimeros py. q;. Entdo, temos a equacgéo (3.2) na forma
H[P.Q] = H[P] + H[Q], (3.3)

gue denota uma das mais importantes propriedade da entropia, denominada de
aditividade, ou seja, a entropia de um evento combinando dois experimentos
independentes é igual a soma das entropias de cada experimento. No entanto,
a equacao (3.3) nao pode substituir o postulado (4), e que existem muitas outras
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medidas de entropia que atendem aos postulados (1), (2) e (3) e a equacéo (3.3),
dentre estas medidas Rényi apresentou [9]

1

Ha(X) = 1 —a

log f p“(x)dx, (3.4)

Para o caso continuo e,

Ha(X) = 1 i alog (2 P;?), (3-9)

k=1

Para o caso discreto, onde a« > 0 e a # 1. A medida H,(X) é denominada de
entropia de Rényi ou medida de informacao de Rényi de ordem «. Vale citar que

Iin} H,(X) = H(X), equivale a medida da entropia de Shannon, desta forma
a—

podemos ver que a entropia de Shannon é uma caso particular da entropia de

Rényi. Conforme pode ser demonstrado

lim H,(X) = lim logfp“(x)dx
a-1 a-11

-«
1
lim w————— [ logp(x). p*(x)dx
_ 1/ pr@dx = —fp(x) logp(x)dx = H(X),

lim -1
a—1

desta forma fica demonstrado que a entropia de Shannon é um caso particular
da entropia de Rényi quando a — 1. Se observarmos podemos concluir que na
entropia de Shannon a fungdo probabilidade é ponderada pelo termo do
logaritmo, enquanto que na entropia de Rényi o logaritmo aparece fora do termo
que envolve a poténcia a da funcao probabilidade. Para nao confundir os
momentos da funcdo distribuicdo de probabilidade e da fungcdo massa de
probabilidade com os momentos dos dados, Principe em [1] nominou o termo do

logaritmo como potencial de informacao « (IP,), ou seja:

(X)) £ J p*(x)dx, (3.6)

ou
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VeX) 2 > pf, (3.7)

de modo que podemos reescrever a entropia de Rényi como:

log(V (X)) = —log(a_«l/Va(X)), (3.8)

Desta forma podemos observar que a entropia de Rényi € muito mais flexivel

1
1—«a

Ha(X) =

devido ao parametro a, derivando assim uma familia paramétrica de entropias
permitindo varias medidas de incertezas (ou dissimilaridades) dentro de uma

dada distribuicao [1].
3.1.2 — Entropia quadratica de Rényi.

Se considerarmos a = 2 na equacéao (3.4) ou (3.5) podemos observar um caso
particular da entropia de Rényi, ou seja teremos uma fungdo monotbnica e
decrescente do potencial de informacao da funcao distribuicdo de probabilidade
— pdf ou da fungdo massa de probabilidade — pmf p(x). H, implicitamente utiliza

a distancia euclidiana do ponto p(x) no simplex para a origem do espaco [1].

H,(X) = —logJ'pz(X)dx, (3.9)

para o caso continuo e,

H,(X) = —log<z p,%) (3.10)

k=1

para o caso discreto.
3.2 — Estimador quadratico de Rényi.

O problema de estimar entropia aparece em muitas areas do conhecimento,
embora existam muitas abordagens que permite estimar a entropia de uma
variavel aleatéria, geralmente recorre-se a uma estimativa ndo paramétrica,
desde que as amostras ndo pertencam a uma familia paramétrica de pdf ‘s
conhecidas, caso contrario estima-se a pdf e em seguida calcula-se a entropia

[6]. O Estimador quadratico de Rényi propde uma abordagem direta de
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estimativa da entropia a partir das amostras, estimando E[p(X)], como um

escalar [1].

Supondo que temos n amostras independentes e identicamente distribuidas
{x1, %5, ..., x,}, @ partir dessas variaveis aleatérias, podemos estimar a pdf
utilizando o método de estimativa de Parzen [25], utilizando uma funcao kernel

k(.) ou seja,

)
o

ﬁx(x):%ik(x—xi) (3.11)
=1

l

onde o € o tamanho, largura do kernel ou parametro de suavizacao. A funcao

kernel deve satisfazer a algumas condi¢des, tais como:

1. [ k(x)dx =1
2. k(x)=0

3. lim|xk(x)| = 0.
X—00

Geralmente, mas nem sempre, k(.) serd uma funcdo densidade de
probabilidade simétrica e a qualidade do estimador € normalmente quantificado
pelo bias e a variancia, de modo que o melhor tamanho de kernel € uma relagéao
entre o bias e a variancia do estimador [25]. No entanto, para o potencial de
informacao V,(X), estamos apenas interessados em estimar um escalar E[p(X)].
Embora existam diferentes kernels que atendem ao requisito, a funcao kernel
gaussiana é a mais utilizada, de modo que

G (X X-)_;G’X _M 3.12
o\ A _(27t0'2)d/2 p 202 , ( )

onde d representa a dimensao dos dados, ¢ a largura do kernel.

Para um tamanho de kernel fixo, temos que o valor esperado da estimativa da
pdf & a convolucéo da funcao kernel com a pdf dos dados quando n — 0. Ou

seja,

E[p()] = lim p(x) = p(x) * Gy (x, x;)-
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Assumindo uma funcgéo kernel do tipo gaussiana na estimativa da pdf utilizando
o método de Parzen e substituindo na expressao da entropia quadratica de Rényi

(equacao (3.9)), obtemos o seguinte estimador

o n 2
H,(X) = —log f(%ZGJx—xJ) dx
i=1

—00

1 n n
=—1ogﬁf ZZGG(x—xj)GG(x—xi) dx
j=

n n ©
1
=—logﬁzz j(Ga(x—xj)Ga(x—xi)dx

n n
1
= —log ﬁzzGaﬁ(xj_xi) : (3.13)

i=1 j=1

A escolha do kernel gaussiano se deve ao fato de que outros kernels nao
apresentam uma resolugdo conveniente da integral, visto que a gaussiana
mantém a forma funcional sob convolucao. No entanto, qualquer funcao definida
positiva com picos na origem (a maioria dos kernels) pode ser utilizada na
estimativa, mas as expressodes ficam um pouco mais complicadas. Lembrando
que o argumento do logaritmo ja foi denominado anteriormente de potencial de
informacao (/P), ou seja, o estimador quadratico.

3.3 — Potencial de Informacao - IP.

Lembrando a definicdo de entropia quadratica utilizada na equacgao (3.9). E,
sabendo que o logaritmo é uma fungdo monotonicamente crescente, a
maximizacdo / minimizagdo da entropia quadratica pode ser equivalente a
minimizagdo / maximizagdo do argumento do logaritmo, que foi definido como
sendo o potencial de informagdo — /P que pode ser estimado diretamente dos

dados através da seguinte expressao [6]:
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1

> Gzl - %) = EH)] (3.14)

n
i=1 j=1

onde ¥, ,(X) é o potencial de informagdo que depende de a. Podemos observar

também que,
1 n n 1 n n
I72,0(X) = F z Ggﬁ(xj - xi) = ﬁz z<§b(xj),4’(xi)>
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
N 1 1
700 (X) = <ZZ @ (x;) 'EZ ?(x;)) (3.15)
j=1 i=1

onde 172,0 (X) é o vetor média dos dados mapeados / transformados pela fungédo

&, ou seja, o potencial de informacdo pode ser expresso como a norma

quadratica do vetor média dos dados no espaco de caracteristicas de Mercer.

Desta forma podemos concluir que a equacao (3.14) é um dos principais
resultados obtido em ITL, ou seja, o potencial de informacao, um escalar, pode
ser estimado diretamente das amostras sem a necessidade de resolver integrais,
utilizando kernels gaussianos, o IP é semelhante aos estimadores convencionais
de média e variancia que trabalham diretamente com as amostras, independente
da pdf, mas infelizmente este estimador possui um parametro livre que deve ser
escolhido (largura do kernel). Portanto, quando o /P é estimado, os valores
resultantes da entropia dependem do tamanho do kernel selecionado [1].
Silverman em [23] apresenta algumas sugestdes de escolha deste parametro

livre.

O Potencial de informacao criou uma relacao direta entre teoria da informacao e
um espaco de Hilbert associado a um kernel de tal forma que reproduz (através
do produto interno) cada funcéo no espaco. Este espaco € denominado de RKHS
- Reproducing Kernel Hilbert Space. Desta forma as fun¢des de custo baseadas
em ITL, quando estimadas utilizando o método de janelamento de Parzen,
também podem ser expressas utilizando o produto interno num espaco de
caracteristicas, que pode ser definido pela funcao kernel de Parzen, sugerindo
uma estreita relacdo entre ITL e os métodos de kernel (aprendizagem

estatistica). Ou seja, se tivermos um conjunto de dados, e o correspondente
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conjunto de dados mapeados (transformados), verifica-se que a média
quadratica dos vetores mapeados (transformados), € igual ao potencial de
informacéo definido na equacao (3.14) para uma fungdo kernel baseada no
teorema de Mercer [26].

Em 2006 I. Santamaria e outros, inspirados nos conceitos de ITL apresentados,
propuseram uma funcao correlacao generalizada. Esta fungao esta diretamente
relacionada com a entropia quadratica de Rényi e a estimativa de dados
utilizando o método de Parzen e, foi denominada de Correntropia [16].

3.4 — Correntropia

Esta nova medida de correlagdo generalizada inclui tanto as informacdes da
distribuicdo dos dados quanto da estrutura temporal de um processo. Esta
medida pode ser interpretada como um método de kernel com o ponto de vista
da ITL demonstrando algumas propriedades bem relevantes. Ou seja, define
uma fungéo de correlagdo generalizada em termos de um produto interno vetorial
num espacgo de caracteristicas definido pelo kernel, sendo o produto interno uma
medida de similaridade no espaco de Hilbert, entdo essa funcdo mede o efeito

da interacdo entre variaveis aleatérias.

Por outro lado do ponto de vista da ITL, esta nova medida quantifica a forma e o
tamanho de um conjunto de dados no espacgo caracteristica, 0 que da uma
informacao da distribuicao estatistica no espaco de entrada, pois a funcao
distribuicdo de probabilidade estimada com kernels de Parzen pode ser vista
como a definicdo de um campo potencial de informacédo sobre um espaco de
amostras, entao, é interessante utilizar o IP para definir medidas de similaridade
neste espaco € que nao possuem a limitacdo dos momentos convencionais [1].
Pensando nisso, Santamaria e outros, propuseram em [16] uma nova medida de

similaridade, denominada correntropia.
3.4.1 — Definicao e propriedades da correntropia.

A correntropia pode ser definida a partir de uma regra basica no estudo de
funcdes aleatérias de segunda ordem e interpretado pelo seu kernel. Parzen em

[27] definiu o kernel covariancia R de uma funcao aleatéria de segunda ordem
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{X(t),t € T} como uma fungédo no espaco produto T x T, com valor, em cada t;

e t, na variavel T, dado por

R(tp tz) = IE[X(t1)X(t2)]- (3.16)

Parzen também demonstrou que as propriedades de continuidade,
diferenciabilidade e integrabilidade do kernel levam as mesmas propriedades
das funcgdes aleatorias. Podemos utilizar essa definicdo para variaveis e vetores
aleatorios. A transformacdo nao linear induzida pelo mapeamento através do
kernel de Mercer para o espaco de caracteristicas, onde a fungéao correntropia

V(X,Y) pode ser definida como uma funcdo em R e dada por [16]:
VO Y) = Bl 6] = [ KoG3) pey G y)dxdy 6.17)

onde E[:] denota o operador matematico do valor esperado sobre as variaveis
aleatérias X,Y e k, uma funcao kernel definida positiva com largura de banda o.
Iremos considerar esse kernel como sendo Gaussiano definido na equacéao

(3.12) que é simétrico e invariante a translagao.

Na pratica, a pdf conjunta é desconhecida e somente dispomos de um conjunto
finito de dados {(x;y;), i =1,2,---N} distribuidos de acordo com alguma
distribuicdo de probabilidade que pode ser estimada através de estimadores de
Parzen. Utilizando o estimador de Parzen com kernel gaussiano simétrico e

bidimensional para estimar a pdf conjunta, temos:

purse) =3 2 G (3] - [5]) 3.18)

onde

de modo que,
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6o ([;)) = 606, 0),

entao,
1 n
PX,Y(x: y) = lax,y,a(x: y) = Nz Gy (x —x) G (¥ — 1), (3.19)
i=1

quando a largura do kernel tende a zero e o produto No tende ao infinito, de
acordo com a condi¢do do método de Parzen, a igualdade vale para a equagao

(3.19) [1]. Integrando tal equagéo ao longo da reta x = y, temos:
N
) 1
f Pxyo(x,y) = f NZ G, (x — x) G (y — y;) dxdy
i=1
1 N
fﬁX,Y,a(x; y)|x=y=u = NZ f Ga(u - xi)Ga(u - yl) du

i=1

N
1 .
= NZ G 34 (x; — y) = V;(X,Y) (3.20)
i=1

Ou seja, a integral da estimativa de Parzen com kernel Gaussiano, é exatamente
a estimagdo da correntropia com largura de kernel \2o [1]. A seguinte figura

ilustra intuitivamente como a correntropia fornece a pdf do evento p(X = Y).

Figura 06 — Correntropia como a integral no espago gaussiano ao longo da reta

X =Y.
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Se utilizarmos a expansdo em série de Taylor para o kernel Gaussiano, temos

gue a correntropia pode ser reescrita como:

- (D"
\N2TTOo 01’1! 2ng?n
n=

V(X,Y) = E[]IX — Y|I?"] (3.20)

gue envolve todos os momentos de ordem par da variavel aleatéria [|[X — Y]|.
Especificamente, o termo correspondente para n =1 na equacdo (3.20) é

proporcional a [16]:

E[IIXI1?] + E[IY|I?] — 2E[{X,Y)]
= oZ+ 02— 2R(X,Y) (3.21)

analisando a equacao (3.21) podemos perceber que a funcdo covariancia
convencional € um caso particular da correntropia, e que a informacgao contida
nessa € incluida na nova funcdo [16]. Desta forma vimos claramente a
correntropia como uma generalizacdo da correlacdo e como uma estimativa do

IP para variaveis aleatérias a partir do método de Parzen.
3.4.1.1 — Propriedades.

Algumas importantes propriedades da correntropia definida em (3.17) séo

apresentadas a seguir [16]:

1 - Para um kernel simétrico definido positivo a correntropia € um RKHS (definido
emA.1).

Demonstragao: seja H um espacgo de Hilbert de fungdes no conjunto X, e k(X,Y)
um kernel simétrico definido positivo no R2. Entdo a funcao V(t,,t,) é dita
simétrica e definida positiva se para um conjunto finito de pontos {x,, x5, ..., x,,} €
X e para qualquer conjunto de numeros reais correspondente, nem todos nulos

{ay,ay, ...,ay} € R, temos que:
n

n
E ZZaiaj k(Xl,XJ) >0
1

i=1 j=

45



i a;o; E[k(X;, X;)] = zn: zn: a;a; V(i j) > 0.

n
i=1 j=1 i=1 j=1

Como demonstrado a correntropia € um operador simétrico e definido positivo e
de acordo com o teorema de Moore — Aronszajn [28] todo kernel real simétrico e
definido positivo de duas varidveis, existe um unico RKHS com um reproducing

kernel k. De modo, a concluir que a correntropia € um reproducing kernel.

2 - A correntropia é positiva e limitada, e para um kernel gaussiano temos que

0 < VXY < 1/0_\/%. Entao, a correntropia é maxima se, e somente se, X =

Y.

3 - Para um kernel gaussiano a correntropia € uma soma ponderada de todos os
momentos de ordem par da variavel aleatéria X — Y. Analisando a equacéao
(3.20), vemos que a largura do kernel aparece como um termo de ponderacao
do momento de segunda ordem (n = 1) e 0s momentos de ordem mais elevada.
Com ¢ > 1, os momentos de alta ordem somem mais rapidamente devido ao
denominador da equacéao (3.20), de modo que o0 momento de segunda ordem
tende a dominar a abordagem. Entdo, o problema da largura do kernel em

correntropia € diferente do problema de estimativa da pdf [1].

4 - Quando a largura do kerneltende a zero, o valor da correntropia se aproxima

do valor da probabilidade p(X = Y); que é dado por:

lir% V(X,Y) = lir% ff Gy (x — ) pxy(x, y)dxdy

= f f 8 (x — YIpxy (x, y)dxdy = f f pxy(x, y)dx (3.22)

5 - Entao, seja uma pdf conjunta pxy(x,y), e Pxyo(x,y) sua estimativa de
Parzen com largura de kernel o, de modo que a Correntropia estimada com

largura de kernel+/2¢ é a integral da estimativa de Parzen ao longo da reta x =

y.
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6 — Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes com distribuicdes de
probabilidade px(x) e py(y) de modo que a distribuicido de probabilidade
conjunta seja dada por:

px,y (%, ¥) = px (X)py (Y), (3.23)

utilizando o método de estimativa de Parzen com kernel gaussiano para estimar

essas pdf’s e integrando a equagéao (4.10) ao longo da reta x = y , temos:

N
1
[Brera@,, = [ 6o (= 206, = x) duda
i=1

N 2
1
[peraenl =[5 6 020 | ax
i=1

N N
[Bera@y =1z [ | DD 6ol = 0G0 = ) | ax
i=1 j=1
1 N N
[rro@n oy =370 D [ Gl = 106 (x = x) drdx
i=1 j=1
1 N N
Prra@y) = O =153 Y G (i —1) = 1,00, (3.24
i=1j=1

gue é uma estimativa do potencial de informacéo (/P) definido na equacéao (3.14),
entdo podemos concluir que uma estimativa do /P para variaveis aleatérias
independentes € na verdade uma estimativa da correntropia. Entdo do ponto de
vista dos métodos de kernel, px(-) = E[o(X)],py(-) = E[@(Y)] sdo dois pontos
no RKHS, e o IP é o produto interno entre dois vetores criados por essas duas
pdf's [1].

Assim, o estimador baseado no método de estimacdo de Parzen pode ser
expresso em termos de um produto interno no espaco definido por Mercer [24].
De modo que podemos reescrever a equacgao (3.14) para obter:
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~ 1 1
P2r ) = 37 ) D Cuoli =) =353 ) D (0. o))

i -

N N N N
=1 j=1 i=1 j=1

N N
N 1 1
7,0 (0) = <N]Z=1 <p(xi>,ﬁjzzl P () = [l

Ou seja, podemos observar que a estimativa do potencial de informacgéao pode
ser expressa como a norma quadratica de um vetor de dados no RKHS definido
pelo kernel [1]. A partir deste conceito podemos definir a préxima propriedade da

correntropia.

7 —Se Xe Ysao variaveis aleatérias estatisticamente independentes, entao:
V(X,Y) = (EX), E(Y)), (3.26)
onde () representa o produto interno no RKHS definido pelo kernel.

8 — A correntropia representa uma simplificacao da estatistica de segunda ordem
dos dados projetados no RKHS definido por uma fungao kernel.

Demonstracao: Pelo teorema de Mercer, um kernel positivo e simétrico pode ser
decomposto como:

kwy) = D g @ei) = (00,0 (0)
i=0

D:x \/Tigoi(x), i=12,-,

onde {p;(x),i =1,2,--} e {A;(x),i = 1,2, } sdo sequéncias de autofungdes
e os correspondentes autovalores do kernel, respectivamente, e (-,-) representa
o produto interno entre dois vetores de dimensao infinita @(x) e @(y). Pelo
teorema de Moore — Aronszajn este kernel determina um RKHS de alta
dimensionalidade, onde uma transformacao néo linear mapeia os dados originais
na superficie de uma esfera no RKHS. Entao, baseado em um kernel simétrico
e definido positivo, a correntropia pode ser interpretada como [30]:
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admitindo que a dimensao do espaco de caracteristicas é M (infinito se o kernel
for Gaussiano) e que temos um mapeamento dos dados dado pelo kernel, ou
seja, o vetor @(X) = [p;(X) @,(X) -+ ¢, (X)]". Entdo a estatistica de
segunda ordem entre os dois vetores @(X) e @(Y) pode ser expresso pela

seguinte matriz de correlagéo [1]:

Ryy = E[® (X)CD(Y)T]

Elp; X (N] - E[lp;(XDoy(Y)]
= : : (3.28)
Elpy XD (N] - Elpy X))oy (V)]
no entanto, a partir da equacao (3.28) podemos concluir que
V(X,Y) = E[®(x)"®(y)] = traco (Ryy) (3.29)

ou seja, se o0 kernel é definido positivo entdo a matriz é definida positiva e o traco
da matriz de correlacéo € igual a soma dos autovalores, que demonstra que a
correntropia representa uma simplificacao da estatistica de segunda ordem no

espaco de caracteristicas [1].

Como comentado no capitulo, em 2006 foi proposta uma nova medida de
correlacdo generalizada que esta diretamente relacionada com a entropia
quadratica de Rényi e a estimativa de dados utilizando janelamento de Parzen.
Iremos estender no préximo capitulo o conceito da correntropia entre duas

variaveis aleatérias para vetores aleatérios L — dimensionais.
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Capitulo 4

Extensoes Multidimensionais para

Correntropia.

O escopo deste capitulo segue a linha de raciocinio do capitulo anterior,
considerando o caso em que duas ou mais variaveis aleatérias sao consideradas
em conjunto. Ou seja, estavamos colocando ao longo do capitulo anterior a
medida de similaridade apenas entre duas variaveis aleatérias considerando o
R?, no entanto é possivel generalizar esse conceito ndo somente considerando
a densidade ao longo de retas em duas dimensdes (como X = Y), mas
densidades ao longo de linhas e hiperplanos em espacos L — dimensionais
utiizando o estimador de Parzen para funcdes densidade conjunta

multidimensional.

Supondo que dispomos de um vetor L — dimensional aleatério, cujos
componentes sejam variaveis aleatorias. Entdo supondo N amostras, iremos
considerar o estimador de Parzen da pdf (utilizando um kernel gaussiano

simétrico e radial) como:

L
1 2
P 2) = NZ(ZMZ)L/Z T ;(xj— )] @

vamos nos referir aos valores x} como sendo o j — ésimo componente (de

dimensao L) do dado i. A seguir analisaremos a correntropia para diferentes
configuragdes na distribuicdo das variaveis aleatérias, sendo que cada caso
considerado consistirdA em um caso particular de um espaco amostral L —

dimensional.
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4.1 — Correntropia para a linha x; = x, = --- = x; (Extensao 01)

Esta é a mais simples extensao e consiste no céalculo de uma integral de linha
definida por um vetor de componentes idénticos (0 bissetor do primeiro
quadrante no espaco L — dimensional). Ou seja, consiste na resolucao da

seguinte integral:
V(x1, X, 00, %)

=J"'Jﬁ(xpxz"“;xL)@(% =x, (4.2)

= e xL)dxl oo de .

A notacao delta utilizada pode ser entendida como um delta multidimensional
que esta localizado no espagco em que as condicbes em seu interior sao
verdadeiras. Podemos escrever essa integral como uma integral simples em que

todos os parametros da pdf conjunta séo iguais, ou seja:
VX = f ﬁ(x; X, x)dx

isto é facilmente estimado a partir da equacao (4.1) de modo que,
1% 1 1 (%
~ i\ 2
v=_§f— . 2 — %) | |d
X N ' (27_[0_2)[,/2 exp 20_2 : (xj J) X
=1 j=1

1§f : 1 L(Z 2exf+x) | |dx  (43)
N —~ (27‘[0’2) /2 20 =

o argumento do polinbmio envolve o somatdrio dos termos de segunda ordem
que podem ser escritos como um produto de um quadrado perfeito de termos

polinomiais, ou seja:

L
Z (xz — 2xx] + xjiz) = Z x% — ZxZ xji2 + Z xji2 = (x —y)*+c?

L L L
j=1 j=1 j=1 j=1
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M-

L L
(xz — 2xx} + xjiz) =Lx* — ZxZ xji2 + Z xji2 (+ L)
j=1 =1

j=1
L L
2 2 i 1 —
X —Zx X +ZZ =x2—=2xy +y*+c?
j=1 j=1
sendo,
L
_ 1 i2
Yy = ZZ Xj
j=1
e
1% 1% &Y
yz + C2 = ZZ X]lz - C2 = ZZ inz — ZZ x]lz
j=1 j=1 j=1
onde y; = '/L eC; = \/ ( )/ — (y;)? sao os fatores polinomiais. y é

o termo que completa os quadrados e C é a constante remanescente.

Substituindo na equacao (4.3). temos,

N
. 1 1
V:—EJ— ( —2xy +yD) + ) dx
’ N (Znaz)L/zeX 20 207 O T2y He

N

1 1 L L

"= 2] G (gt 2ot Jon gzt
L=

sejac’' =9 / VI podemos reescrever a expressao como:

~ 1 1 L
Ve = _2 (— —v 2)
TN i=1 L'z @ro'?)L=2)/2 (27TJ’2)1/2 exp 202 x=vi)
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1 ( L Cz)d
(27.[0./2)1/2 exp 20'? x

como a integral € uma gaussiana completa, entdo a convolucao entre duas

gaussianas € uma gaussiana, de modo que,

1w 1 1
D, = —Z —__G./(C})
X N L LL/2 (27‘[0"2)(L 2)/2 o \Mi

e finalmente, substituindo o valor de CZ na express&o anterior e fatorando, temos:

11 1 1< &\
V, = — T | — .iz N ?2
B NZL(ZnGZ)(L—Z)/Z Go szl sz] : (4.5)
i=1 =1

j=1

que representa o calculo da correntropia em um vetor com L componentes
idénticos em N amostras. Na definicdo original da correntropia o objetivo é
maximizar a probabilidade P(x = y), aqui 0 nosso principal objetivo é maximixar
a probabilidade P(x; =--=x;). A seguinte figura apresenta um exemplo

ilustrativo.

X

Figura07 —retax = y,z= 0.

Agora é possivel estender o conceito da correntropia para retas definidas por
vetores de componentes idénticas (o bissetor ao primeiro quadrante no espaco

L-dimensional). Ao analisarmos a expressdao (4.5) vemos o calculo da
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correntropia da variancia entre os dados, que representa uma medida da
dispersdao desses em torno das médias considerando todos os valores da
distribuicao. Desta forma, podemos, por exemplo, utilizar essa extensao para
estimar a correntropia que torne uma igualdade do tipo aX; =aX,=--=Y

verdadeira.

Para validar o modelo iremos utilizar essa ferramenta em um problema classico
de regressao (calibracao de sensores). Num problema de regressao temos uma
relacdo Y = f(X) + €, onde f representa uma fungdo desconhecida, € o ruido
inerente ao processo e Y as observacdes ou medidas. O objetivo é encontrar
uma fungdo aproximada que minimize ao maximo o efeito do ruido tornando a
igualdade a mais proxima possivel. No problema que iremos abordar, dispomos
de um conjunto de sensores onde estes efetuam medicdées em volts e em
seguida essas medidas sdo convertidas em graus centigrados através de uma

constante de conversao.

O nosso objetivo € encontrar a constante de conversao que melhor represente o
conjunto de medi¢des a uma temperatura tida como referéncia ou padrao. Neste
caso, dispomos de N medidas em L sensores. Embora parega um problema
simples, pois dispomos de um numero finito de sensores com a mesma taxa de
conversdo, uma solucao natural seria a divisdo da temperatura pela tensdo em
volts, no entanto, podemos observar que temos medidas distintas o que
acarretaria diferentes valores da constante de conversao, tornando a solucéao

invidvel visto que, devemos atender para cada temperatura a seguinte igualdade:
aVi()) = - =al;(Q) = =aV (i) =T,

onde a representa a constante de conversao de volts em graus centigrados, V;(i)
a medida da temperatura i (i= 1,..., N) no sensor j(j= 1,..., L) e T; a temperatura
i do sensor padrao utilizado como referéncia na calibracdo. Como teremos que
efetuar a calibragdo de forma que os sensores oferecam uma resposta
satisfatoria a diferentes temperaturas, a formulacao do problema é dada por:

aV,() =T, (4.6)
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neste caso podemos observar L equagdes e apenas uma variavel a ser estimada
e cuja solugao sera abordada de trés maneiras distintas: Erro médio quadratico,
correntropia e a extensédo 01 da correntropia.

Neste problema consideraremos as grandezas aV e T sendo V,a tensao em
Volts, a a constante de conversao, T a temperatura e o erro como a diferenca
entre ambas, ou seja, e = aV/ — T. O Erro Médio Quadratico (EMQ) entre as

grandezas € definido como,
1
pmoa. 1)~ E[(ay = 7] = 3. 3 (ot 7
i J

O valor esperado entre a estimativa na conversao e a temperatura de referéncia.
Neste caso, a similaridade entre as grandezas pode ser vista como 0 quao
diferente aV é de T, esta ideia intuitiva nos diz que o EMQ é uma medida de
similaridade entre grandezas. No entanto, o termo quadratico aumenta a
contribuicdo de possiveis amostras que estejam distantes do valor médio da
distribuicao do erro, de modo que o EMQ nao seja um método indicado quando
a distribuicdo do erro possuir ruidos impulsivos (outliers: um determinado dado
ou observacao é denominado de outlier, se ele se afasta do padrao linear
definido pelos outros dados) [31] ou média diferente de zero. No entanto,
sabemos que os algoritmos utilizados na estimacao de variaveis com EMQ,
levam em conta os momentos de segunda ordem da distribuicdo do erro, que
proporciona bons resultados se o erro possuir uma fungdo distribuicao de
probabilidade (pdf) do tipo gaussiana. Entretanto, se a pdfdo erro for de natureza
nao gaussiana, faz sentido utilizarmos funcdes de custo alternativas para a

adaptacao.

A Correntropia pode ser vista como uma alternativa ao EMQ, e tem sido utilizada
com sucesso em diversos problemas na Engenharia. Para o nosso problema em
que dispomos de duas grandezas de natureza aleat6ria, podemos escrever a
correntropia a partir da equacéo (3.20) como,

55



1% 1[ < 2
Vazﬁz:exp - aZVj—Ti (4.7)
i=1

=1

desta forma, podemos utilizar a correntropia para estimar a variavel que torne a
igualdade aV =T verdadeira. Ou seja, 0 nosso objetivo € maximixar a
probabilidade pyr(aV = T). No entanto, a estimativa utilizando a correntropia
apresenta um parametro livre (largura do kernel) que deve ser escolhido pelo
usuario, geralmente utilizando conceitos tais como a regra de Silverman, maxima
verossimilhanca ou validacao cruzada [23] e para sanar essa deficiéncia iremos
apresentar a extensao 01 da correntropia na solucao do citado problema.
Inicialmente 0 nosso problema foi apresentado na equacao (4.6) de modo que o
nosso objetivo agora é maximizar a probabilidade para um conjunto de
componentes idénticos utilizando a extensdo 01 da correntropia, através do

célculo da integral de Parzen para tais componentes:
pV,T(avl(i) = aV,(i) = aV3(i) = -- = alV (), T;)

de modo que a equagao (4.5) pode ser escrita como:

1
T+t aZVfJ’T"

L
=1

7 = %i exp{—%[(az) - (0!)2]}- (4.8)

Desta forma o nosso principal objetivo agora é maximizar a estimativa da
distribuicdo de probabilidade através do kernel da variancia. No entanto durante
0s experimentos notamos uma instabilidade numérica na forma apresentada,

sendo assim reescrevemos a equacgao (4.6) como:
aVi(@) =T; = aV,()) =T; = aV3(i) = - = al (i) = T;

0 que nao altera o problema original. Neste caso podemos utilizar a extensao

para estimar a variavel a, de forma que a expressao (4.8) é dada por,
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L L A\
I7x= xpl—— T+ D T? + a? Z (L+1) Tl+aZv]‘ j

j=1

2

durante a simulagdo utilizando essa estimativa notamos uma grande
sensibilidade do estimador com relacdo a variancia nas medidas, quanto maior
a variancia mais o escalar a funciona como um fator de amplificacdo nao
somente nas medigdes como também ao ruido, pois se observarmos o termo do
kernel na expressao (4.5), veremos que a extensao trabalha com a variancia nos
dados, considerando o problema proposto iremos fazer uma mudancga de

variavel para evitarmos o efeito apresentado na expressao anterior, ou seja:
b+Vi(i)=T,=b+V,() =T, =b+ V(i) = =b+V,(i)=T,

onde b+ V,(i) = aV, (i) de modo que log(aV,(i)) = log(a) + log(V,(i)) onde

log(a) = b e log(V,(i)) = V, (i) , reescrevendo o conjunto de equagdes, temos:

log(a) +log(V1 (D)) = log(T;) = -+ = log(a) +log(V, (1)) = log(T))

0 objetivo é otimizar o estimador para a constante a de modo que estamos
escolhendo um valor tal que a probabilidade de aV, (i) =T; seja a maxima
independentemente de aV,(i),aV,(i),-:-,aV,(i). Desta forma podemos

reescrever a extensao 01 da correntropia como,

L

1 !
B=o bZVj + log(T)

J=1

N
Z p{-=16% - B s

neste caso conseguimos tornar a extensao 01 robusta a variancia nas medidas.

= |

Uma vez apresentada as equacdes envolvidas na solucdo, iremos testar os
algoritmos com um conjunto de dados do problema proposto.
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4.1.1 — Experimento 01: variagdo na largura do kernel, pouca varidncia no ruido

e sem a presenca de outliers

Primeiramente, mostraremos o desempenho dos algoritmos a diferentes valores
do parametro o - largura do kernel, o objetivo aqui é analisar o comportamento
dos mesmos quando variamos o o utilizando kernels gaussianos em uma faixa
de valores. Este parametro controla as propriedades da correntropia, ou seja,
controla a énfase dada aos momentos de ordem superior sobre 0s momentos de
segunda ordem, portanto uma escolha apropriada deste parametro é importante.
Se, por exemplo, este parametro for de valor pequeno e os dados forem muito
ruidosos, a correntropia ndo sera capaz de distinguir o sinal do ruido, e se for
muito grande os momentos de alta ordem da correntropia serdo ignorados [1].
Nas seguintes figuras serao apresentadas estimagdes da correntropia (equacao
4.7), a extensao 01 (equacgdes 4.8 e 4.9) com a variacao da largura do kernel,
através da maximizacao da probabilidade sobre a constante de conversao e a
minimizacao do erro médio quadratico. Iniciamos os testes com o parametro a
ser estimado (a = 10, por exemplo), com a presenca de ruidos nas medicoes e
variamos apenas a largura do kernel, a seguinte figura apresenta o resultado

para um o = 0.0005.

Estimate using the proposed algorithms

/ MSE
o8l / McC
/ EMCCa
0.6 / EMCCb
/

pX)
o o
NS
T T
N

250

200 L - Data/noise [ele, - 7
MSE o¥< n

MCC

EMCCa

EMCCb oo -
100 > B

]

50 - -

1 1 I 1
o 5 10 15 20 25
Voltage - V

Figura 08 — grafico comparativo entre a estimacéo da probabilidade utilizando o
MCC, a extensdao 01 da correntropia com ¢ = 0,0005 e o0 EMQ com pouca

variancia no ruido e sem a presenca de outliers.
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E os algoritmos forneceram os seguintes valores para a constante de conversao:

Algoritmo Valor estimado para a
EMQ 10
CC 9.9
Ext01_a 10
Ext01_b 10

Ao analisarmos a figura 08 vemos claramente a maximixacdo da probabilidade
para os algoritmos que envolvem a correntropia € uma minimizacao quadratica
no grafico do EMQ em torno da constante de conversdo. Vemos também uma
leve sensibilidade da correntropia ao parametro o. Ou seja, Como estamos
trabalhando na estimacao da média do erro, em dados com pouca variancia no
ruido presente nas medigcdes e sem a presenca de outliers, os estimadores
apresentaram bons resultados. Na figura 09 pode ser observado que uma vez
sendo ajustado corretamente o parametro o a correntropia apresenta uma
resposta satisfatoria, ou seja, ao analisarmos as figuras podemos ver claramente
que a extensdao 01 da correntropia € mais suave ao parametro de ajuste o
(largura do kernel), suprindo uma deficiéncia no algoritmo de estimagao

utilizando a correntropia convencional.

Estimate using the proposed algorithms

MSE
McCC
EMCCa
EMCCb

=

Data/noise
MSE g
Mcc - < - )
EMCCa e =

EMCCb

o L L I L
o 5 10 15 20 25

Voltage - V

Figura 09 — grafico comparativo entre a estimagéo utilizando o EMQ, MCC e a
extensdo 01 da correntropia com o = 0,05 com pouca variancia no ruido e sem

a presenca de outliers.
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e o0s algoritmos forneceram os seguintes valores para a constante de conversao:

Algoritmo Valor estimado para a
EMQ 10
CC 10
Ext01_a 10
Ext01_b 10

4.1.2 — Experimento 02: variagdo no ruido

Iremos agora analisar os algoritmos na presenca de um ruido de natureza
gaussiana acrescido aos dados de modo que a variancia pode criar outliers. A
largura do kernel para o MCC, Ext01_a e Ext01_b foram ajustados para o = 0.05

e com uma variancia no ruido de 5.0, obtendo como resultado a seguinte figura,

Estimate using the proposed algorithms

MSE
McCC
EMCCa
EMCCb

P

Data/noise
MSE
MCC
EMCCa

— I
o 5 10 15 20 25 30 35 40
Voltage - V

Figura 10 — grafico comparativo entre a estimacéo utilizando o EMQ, MCC e a
extensdo 01 da correntropia com ¢ = 0,05 na presenca de um ruido intenso.

Na figura 10 podemos observar uma significante diferenca no desempenho dos
algoritmos, fica claro tanto a suavidade do estimador utilizando a extensédo da
correntropia quanto a sua insensibilidade a grandes variagdes no ruido presente,
sendo os valores obtidos na estimagao apresentados na seguinte tabela.
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Os algoritmos forneceram os seguintes valores para a constante de conversao:

Algoritmo Valor estimado para a
EMQ 8
CC 8.9
Ext01_a 10.7
Ext01_b 10.5

Claramente, a extensdo da correntropia é mais suave e diminui

consideravelmente a poténcia do ruido presente nos dados.
4.1.3 — Experimento 03: percentagem e bias nos outliers

Neste experimento o principal objetivo € mostrar a robustez dos estimadores
baseados na correntropia através do comportamento de tais algoritmos quando
dispomos ndao somente de um percentual de outliers presentes nas medicoes,
mas também um bias nestes. Primeiramente utilizamos um percentual de 10 por
cento de outliers em um deslocamento (bias) de 10 unidades, obtendo o

resultado visto na seguinte figura,

Estimate using the proposed algorithms
1o -

MSE
MCC
EMCCa
EMCCb

[=t]

Data/noise
300 MSE —
MCC

EMCCa
® 200 EMCCb

I 1 1 1 1 1
o 5 10 15 20 25 30 35
Voltage - V

Figura 11 — grafico comparativo entre a estimacéao utilizando o EMQ, MCC e a
extensdo 01 da correntropia com o = 0,05 na presenca de outliers e um bias.
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e o0s algoritmos forneceram os seguintes valores para a constante de conversao:

Algoritmo Valor estimado para a
EMQ 9
CC 10
Ext01_a 9.5
Ext01_b 9.5

Ao analisarmos a figura 11 podemos observar que a extensédo da correntropia
caracteriza-se pelas vantagens de ser insensivel a largura do kernel, tal como o
EMQ e de filtrar melhor os resultados na presenca de ruidos gaussianos, desta
forma concluimos que a extensdo 01 da correntropia corresponde a um
estimador de variancia minima sendo caracterizado pela suavidade do EMQ e a
robustez da correntropia a ruidos impulsivos.

Mostramos nessa aplicacdo a primeira extensdo multidimensional da
correntropia num classico problema de regressao (calibracdo de sensores), a
correntropia foi utilizada com sucesso em muitos problemas praticos da
Engenharia principalmente os néo - lineares, de natureza ndo gaussiana e com
ruido impulsivo, estendemos esse conceito a mais uma aplicacao utilizando uma

extensdao multidimensional da correntropia.
4.1.4 — Um algoritmo em ponto fixo para a extensao 01:

Nesta secado apresentaremos uma solucao recursiva para uma funcéao de custo
a partir da extensao 01 da correntropia, essencialmente baseada na teoria de
ponto fixo e pode ser utilizada para a obtencdo de estimadores ou pesos em
algoritmos de métodos de kernel. Os algoritmos em ponto fixo possuem uma
convergéncia de segunda ordem para uma solucao 6tima com poucas iteragdes
[32].

Para obter uma solucdo em ponto fixo, inicialmente iremos considerar um
conjunto de dados no espaco conjunto de probabilidade composto pelas
entradas e uma resposta desejada, ou seja, a saida € composta da combinacao

linear das entradas. Tal como,
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a correntropia convencional calcula a probabilidade de a”x = y, de modo que a
probabilidade serda a maxima quando a”x — y — 0 para todas as entradas. Ou

seja, podemos reescrever a correntropia da expressao (4.7) como,

L 2

Ve NZLex _F Zaf ~ 4

j=1

considerando a = Z(ZL L GXS i d) d; a resposta desejada do sistema,

derivando a expressdo com relagéo ao parametro a; e igualando a zero, temos:

i=1 k=1 k=1
N L-1 L-1 N L-1
— z explal ) apxt ) xL+ Z &P [a]d, Z x5, =0
=1 k=1 k=1 i=1 k=1
N L-1 N L-1
l 2 1 l
a; ) expla] (xk) =1 explald, ) x;
i=1 k=1 i=1 k=1

1 1
?leexp[—m(zj 1 0] d) ]de 1 X
1 . _ .
Zév=1 exp [_ 202 (Z§:=1 ajle - di) ] i=i(xllc)

aj:

que representa uma expressao em ponto fixo para o calculo dos parametros de
estimacao para um problema de regressao utilizando a correntropia a partir de

um conjunto de amostras, e para a expressao (4.8), temos:

N exp [—%(u i 0 (dlz +a?yh, xjiz) _ ((Li—l) (di+aXh, x})) )l d; Yk txk

2
1 1 ; : . 1 .
Zli\]:l exp [— 8 (m (dlz + a? Z§:=1 le2> _ ((Li—l) (dl + a2§:=1 X;)) )l [Z§:=1 lez — (Z 5:1 le2> ]
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que representa uma expressao em ponto fixo para o céalculo dos parametros
citados utilizando a extensédo 01 da correntropia. A prova de convergéncia de
uma equacgao em ponto fixo tal como as equacdes apresentadas, é conhecida
como o teorema da contragdo de Banach uma importante ferramenta na teoria
de espacos métricos e que garante a existéncia e unicidade de pontos fixos de
certos espagos métricos. [33].

4.2 — Qualquer possivel k combinacdo em linha (Extenséao 02).

Aqui, consideraremos a geracao possivel de qualquer linha através da
combinacao de hiperplanos de dimenséo L — K. Ou seja, consiste na resolugéao
da seguinte integral (com k constantes X,, Xz, -, Xy por exemplo) no espaco

conjunto L - dimensional.
Vy = j---jﬁ(xl,xz,---,xL)(S(xl =X, ==X, Xy =Xy, 000, Xg = Xg)dXq ...dXp,
gue pode novamente ser reescrita como a integral
Vy =f---fﬁ(x,Xz,---,X5,X6,x,x,X9,x,---,x)dx

onde os parametros que possuem indice (X, Xs,X;,:©) sdo tratados como

constantes. A seguinte figura ilustra exemplos possiveis da extensao 02.

X=X,
p=(x»2) y
o 2=z
0
_ / oy -
= 4 - -
g i
.-’"/ o .
9 2 y - = ’_’/""
e o e ¥
& xX=y ™~
i \“H‘ \\‘m‘
X" 2=z N

Figura12 —retax =y,z= zp e z = 7y, x = Xg.
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Substituindo a equacao (4.3) na integral anterior, temos:

N L
A 1ZJ 1 1 A
= =) | ——grexp| —53 Z(x,-— i) | |dx (4.10)
N <) (2mo?) /2 20 &

onde x;’ ou representa uma constante ou uma variavel definida pelo conjunto

I dado por:

Y {x]-, j El

Iy, joel
I - {ili iz, i3, tte, in},n S L
agora, desenvolvendo a expressao (4.10), temos:

N
A 1 : —1 i)? \2
- _Z PYENA - E oyl E o
o i=1 J (2m02)"72 P\ T 207 (5 —x)" + ) (x5 —x)) dx

JEI Jj&l

N
1 1 1 2
= = —_— N E oyl _ E _
B NZ j (27‘[0’2)L/2 exp 252 (x] x]) exp (X] ]) dx
L=

JE€I JEél

utilizando os resultados obtidos na extensao 01 e separando as exponenciais,

temos:
2
1 2 1 .
Y e O X
(n 2) J g
N " (2no /2 = nes
1 i\ 2
e (el = )").
E finalmente,
2
1 2 1 . 2
Ve Nz (L 3)/ — -3, G ;ijl - sz} G Z(xj—x})
Tel el Tl
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Se considerarmos um novo conjunto de dados, dado por:
b= Eajxji'"'zazxf. [(r =y2 = =) —di]
j 1
O objetivo é otimizar a integral para todos os a'sde modo que estamos
escolhendo valores tal que a probabilidade de d,=yseja a maxima

independentemente de X;,....X; . Para aplicacdes praticas, sera proposto um
algoritmo em ponto fixo para determinar os parametros a's ideais. Derivando a

expressdo (4.11) com relagdo aa;e igualando a zero, teremos a seguinte

expressao em ponto fixo para atualizagdo de ;.

Siexp (=557 (T ) — di)”) (i, — di)x]

1 . .
Y. exp (— 552 (Zj ajx; — di)z) x]PZ

aj:

A extensao 02 aborda sistemas com multiplas entradas e saidas idénticas.
4.3 — Qualquer possivel subespaco interno linear e ortogonal (Extensao 03).

Vamos agora estender 0s conceitos apresentados ndo somente a linhas, mas a
planos ou hiperplanos gragas as definicoes de subespaco da algebra linear. A
limitacao aqui € que os hiperplanos devem ser ortogonais aos eixos (combinacao

dos eixos coordenados). A integral é dada por:
Vy = J- “‘jﬁ(xpxz'”wa)(S(xz = X2, , %9 = Xo)dxq -+ dxy
agora temos uma integral de dimensao (L — K) e pode ser escrita como:
Vy =f---fﬁ(x'l,Xz,---,X5,X6,x’7,x’8,---,x'L )dx'y ...dx';

onde o conjunto com os sobrescritos sdo tratados como variaveis de integracao
e o0 conjunto de indices como constantes. A seguinte figura ilustra um exemplo

dessa integral.
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Figura 13 — Plano =%,

Substituindo a equacao (4.1) na integral anterior, temos:

N L
. 1 Z 1 1 z N2 1—[
I/x e J-...J-—Lexp __2 (x]{/ — ]l) d_X'Ij
N i=1 (2ma?) /2 20 j=1

jel
(4.12)
onde x;" ou representa uma constante ou uma variavel definida pelo conjunto
[ dado por:
. (X j el

I = {i,i, i3, iy},n <L
agora, desenvolvendo a expressao (4.12), temos:
. C 1 1 , e 2 o
x—N;f“'JWeXP 252 ]ZEI:("J'_ i) +;(xj_ i) 1;[ X

utilizando os resultados obtidos na extensao 01 e separando as exponenciais,
temos:
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N

V= %izl (2ro )(L n—- 1)/ Z(x ]) J J(Zﬂﬂz) "2

Jjé&l

1 \2 ,
exp —5— Z(x’j— ) ndxj

JEI JEI

e finalmente,

. 1 1 N
o= % L—n-1) (% — %) (4.13)
N ¢ 4 (210 /
L=

) jél

a extensao 03 trata-se da marginalizagdo convencional presente na estatistica,
em que a dimensdo de cada probabilidade marginal ndo € restrita a ser

unidimensional.

Para demonstrar esses resultados iremos considerar essa formulacédo
multidimensional da correntropia como uma integral ao longo de hiperplanos em
um problema de regressao robusta, as técnicas de regressao robusta sdo um
importante complemento ao método classico que utiliza os minimos quadrados,
de modo que pequenas alteragdes na distribuicdo da amostra produza pequenas
alteracdes nas estimativas limitando a influéncia dos outliers [31].

O uso da extensao 03 justifica-se por ser esta considerada uma técnica robusta
ndao somente com relacdo aos outliers, mas a nao linearidade presente nos
dados. Nesse caso, utilizaremos a extensdo 03 para o seguinte conjunto de
dados composto por dados no espago (L+ 1) —dimensional (x{, -+, x}, d;) onde d;

é uma funcéo de x!, -+, x} adicionada de ruido.
_ i
D = xi,l,’“,xl‘,L,ao'i‘zajx]- _di (414)

a integral no plano z = 0 calcula a probabilidade de z = 0 para todo x,-+,x!, e

otimizar a integral para todos os a; significa que estamos escolhendo valores tal
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que a probabilidade de a, + Z§=1 ajx} — d; tenda a zero independentemente de

xt,-,xl. Isso nos leva a um estimador robusto aos outliers em espagos L —

dimensionais, além de extrair informacgdes a partir do sinal de erro.
4.3.1 — Um algoritmo em ponto fixo para a extensao 03:

Para aplicagbes praticas iremos desenvolver um algoritmo em ponto fixo para
encontrar os valores 6timos dos a;'s. Inserindo as amostras apresentadas em
(4.14) na expressao da extensdo 03 (4.13) utilizando um kernel gaussiano,
obteremos o valor da probabilidade de a, + Zle a,-x} — d; como uma funcéo de

Clj.

ajxji — di (415)

N
1 1

V, = NZexp 552 ag +

1=

L
j=1

observa-se que o somatdrio em j na variavel interna ao kernel é somente sobre

o valor de z e o valor ideal de z € que seja nulo. Ou seja,
L
z(i) = ay + Z ajxji —-d; -0
j=1

Derivando (4.15) com relagao a a; e igualando-se a zero, temos a seguinte

expressdo em ponto fixo para os valores de a;,

a;
N { L-1 i —d. _L L-1 i —d. 2
l=1x] ( k=1 akxk l)exp [ 20-2 (ao + Zk:l akxk l) ]

-~ , 1 ~ _ (4.16)

§V=1(le)zexp [_W(ao + 2ol Xy, — di)2]

0 raciocinio aqui € pensar o problema de regressao linear como um ajuste de
hiperplanos de acordo com alguma das formulagdes apresentada e otimizar a
integral com relagcdo ao modelo.

Para validar o algoritmo iremos considerar um caso onde x;, = 1 paratodo i e

o sistema é dado por,
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z=2x;5% — 2x;,% + 2x;1 + X0 &

Onde ¢; € a componente de um ruido gaussiano. A seguinte figura mostra o
resultado da estimacao regressiva na presenca de ruido impulsivo (outliers).
Pode-se observar que a extensao 03 conseguiu estimar o sistema perfeitamente,
enquanto o MMQP (Minimos Quadrados Ponderado) nao teve boa aproximacao.
Os outliers, na extensdo 03, foram ponderados pela largura do kernel gaussiano
minimizando sua influéncia. Esse parametro controla as propriedades da
correntropia, ou seja, controla a énfase dada aos momentos de ordem superior
sobre os momentos de segunda ordem, portanto uma escolha apropriada deste
parametro é importante, se, por exemplo, este parametro for de valor pequeno e
os dados forem muito ruidosos a correntropia ndao sera capaz de distinguir o sinal
do ruido, e se for muito grande os momentos de alta ordem da correntropia serao
ignorados [34], J& no MMPQ o termo quadratico aumenta a contribuigdo de
possiveis amostras que estejam distantes do valor médio da distribuicao do erro,
de modo que o MMPQ néao seja um método indicado quando a distribuicdo do
erro possuir outliers ou média diferente de zero [31].

- - - . . - n - : Extensdo 03
30 il NI WV - : : : .| I roP

* Outlier2 1
* Outliers 2

Figure 14: os circulos vermelhos caracterizam o conjunto de dados acrescido de
outliers (pontos azuis e verdes). A superficie colorida é a estimativa do sistema
utilizando a extensdo 03 (¢2 = 1,8) e a superficie preta é a estimativa do sistema

utilizando MMQP.

70



A seguinte figura ilustra uma comparacdo dos dois métodos extensdo 03 e
MMQP, para a regressao nao linear. Observa-se que o erro do MMQP é bastante

elevado, enquanto que na extensao 03 é aproximadamente nulo.

T
Correntropia
MARACIF

i i 1 i L
a = 4 =1 = 10 12 14 16 18 20 22

Figura 15 — Variancia no erro entre o MMQP e a Extensdo 03 da correntropia.

Como vimos nas figuras apresentadas, o modelo obtido com o MMQP é
totalmente influenciado pelos outliers, enquanto que o modelo obtido através da
extensao 03 é bem préximo do real. O modelo utilizando a extenséo 03 foi obtido

apés 5 iteragdes em ponto fixo da expressao (4.16).
4.4 — Qualquer possivel k combinacéo linear de manifolds (Extensao 04).

Finalmente, iremos considerar uma combinacdo de k manifolds para produzir
hiperplanos que nao s&o necessariamente ortogonais aos eixos coordenados.
Um manifold é um espaco topoldgico que é localmente euclidiano (ou seja, em
torno de cada ponto, existe uma vizinhanga que é topologicamente a mesma que
uma esfera unitaria aberta no R™ [35]. A ideia basica é encontrar uma estrutura
dimensional que esta incorporada em um espaco de dimensao superior. No
Nnosso caso (uma generalizacao da extensao 02 a hiperplanos) a integral é dada

por:
Vy = f f D01, X0, X)80x1 = Xgy e, %o = Xo)dity - dx,

agora temos uma integral que pode ser escrita como:
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VX = f '”fpA(x,1;X25"';X5;X6rx’7rx,8;X9!"'rx,L )dx’]. "'dx’L

A seguinte figura ilustra uma integral do tipo,

p(x,y,z)

Figura 16 - Plano Z=X e y

assim como na extensdao 03, as variaveis principais sdo as Unicas a serem
integraveis. Desta vez, a diferenca basica é que as variaveis repetidas séo

permitidas, de modo que iremos considerar a integral:
- 3 1 1 L e -
x = N;f"'jmexp 552 Z(x] - x) H %j
com

1] .
17 xf,k’ ] € Ik=1,2,...,s
X J € lk=12,.s

I = {11'12'13""115}
s
L = {1515 1%, . Iﬁ(k)},z n(k) <L
k=1

No caso, dividimos o conjunto de manifolds I em subgrupos {I;, I, I5, -+, I;}. Onde
cada subgrupo k possuin(k) elementos. A ideia basica € que todos os elementos
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em cada subgrupo possua uma variavel correspondente que tenha o indice do

grupo Xk = Xk = X = X para que possam ser consideradas as variaveis
n

repetidas. O numero de variaveis no subgrupo pode ser menor que a dimensao
L (n(k) <L), entdo, qualquer termo que ndo pertenca ao subgrupo pode ser

considerado como uma constante.

Deste modo, podemos escrever a integral como:

N
~ 1 1
" N;f"'f(znﬁ)% exp 202 z(

J€l;

+Z(x1{,s_ ji)2+ z (xj_ ji)z l_[ dx;j

JEIg J€lg=172,.s k=12,..s

onde a exponencial possui 0s elementos separados por subgrupos e o ultimo

termo é a constante do grupo.

Separando e desenvolvendo a expressao temos:

1 2
Ve NZ: (Lz n(k))/ze"p T 252 2 (% =)

i=1 (2ma? J&lk=12,..5

S
1 1 ' (2 '
| | __= E oy dx.
j 2)n(k)/2 XP| ~ 3552 (x50 — %5) Xjk

k=1" (2mo €Tk

que resulta em

i\2
& Nz (L 1-3} 1n(k))/ZGG Z (% — x7)

i=1 (2ma?) J€lk=12,.s
) (4.17)
[T (3~ (s 3
c ]
k=1 n(k) JEI n(k) JEI
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representando o caso mais geral das extensdes propostas para a correntropia.
De modo que nessa extensao podemos pensar diferentes combinagdes em
manifolds.

4.4.1 - Aplicacdo na identificacdo de um sistema MIMO (Multiple Inputs Multiple
Outputs).

Como exemplo, considere um sistema linear MIMO (mxn) tal que y; = Ax; sendo
. . i i 1T . .
A a matriz do sistema, x; = [xi,--, x| um m-dimensional vetor de entradas e

yi = [yh -, y,"l]T o correspondente vetor n-dimensional de saidas. Considerando
o L-dimensional (L =2n) espago conjunto (ul,-,ub;yi,+,y). Entdo a
extensdo 04 sera utilizada para o calculo da probabilidade u]‘f = y} para todo j,
podemos fazer para cada u} uma combinacao linear de todos x}(j =1,-,m)e
otimizar a probabilidade com relacdo aos coeficientes. Essa probabilidade é a
verossimilhanca dos paradmetros na estimacao da pdf conjunta (para os dados
fornecidos). De fato, maximizar a correntropia neste caso corresponde a
maximizar a verossimilhanga. Este procedimento conduz a um estimador linear
robusto (MIMO). Podemos também obter o sistema reverso utilizando a
operacao inversa. Como fizemos anteriormente para a regressao L-dimensional,

considere 0 novo espaco conjunto dado pelos pontos

i i, i i
<Z ayjXj, 'Z QAnjXj; V1, ""Yn>

j j
e a;; 0s coeficientes do sistema a serem otimizado ou identificado.

Se substituirmos essa equacgédo na expressao resultante da extenséao 04 (4.17)
poderemos obter a densidade de probabilidade de ¥; a;;x} sendo igual a y; para

todo j. Utilizando essa ideia iremos testar o estimador no caso mais simples (n =
2) (novamente, desconsiderando os termos constantes e utilizando um kernel

gaussiano),

- dexp _% %((Z ajkx,i>2 + (yf)2> - (; (Z %k + y;'>>z

k k
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desta forma podemos escrever a extensdo 04 como,
2 2
1 1 . 2 1 . .
Vy = Z exp —;Z 3 (Z ajkx,l(> + (y}) —{3 (2 ajp Xy + y})
i j k k
1 i : 1 i\2 1 i ’ i i )2
> z Xy | + > (y]-) 2 z Xy | +2y; Z A Xy + (y]-)
k k k

denominando o termo interno a exponencial de a,temos:

2 2
1 1 ) 1 2 1 i . . i\ 2
o5 (St 00 )-((Sowst) v Tt o0
j k

e - zexp{_;z

i J

k k

dai podemos escrever a como,

2 2
1 1 . 1, .2 1 . 1 . 1, .2
“?ﬁZlﬁ(Z“ﬂ"f«) +300) ‘Z(Z“ﬂf’“i) -9 ek =7 07)
j k k k
simplificando a expressao temos,

k

2
1 i i
a= gz 2| | 2wk ) -]

k

de modo que podemos reescrever a expressao (4.17) da extensao 04 como,

2
1 i i
i

j k
derivando com relagao a a; e igualando a zero teremos a seguinte atualizagao

em ponto fixo
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2
1 S . ).
zexp(— X[ ey j(y; Sty
_ i J k

k#p
2
1 i i i
Zool- g 3{gewt ]

a,

Testamos esse estimador com o sistema cuja matriz é dada por A =

—0,2964 0,4867
—2,8508 —0,9583

exemplos anteriores. Utilizamos 600 pontos aleatorios distribuidos

] e as saidas sdo adicionadas de ruido tal como nos

uniformemente em uma grade de -1 a 1 (em ambos 0s eixos coordenados) como
entradas. Utilizamos uma largura de kernel igual a 0.1 e o algoritmo convergiu

com 5 iteracbes em ponto fixo, obtendo a seguinte matriz estimada 4 =

—0,2402 0,4939
-2,8314 -0,9137
—0,6641 —3,2449
0,2801 —1,12081

] e com um regressor linear classico obtivemos 4 =

Para ilustrar o algoritmo iremos considerar as entradas,

X =

i 0 0
X a a .
%l,Ao=l$1 ézledlex+s
X3 Az, Az,

e a matriz de saida,

Passo 01:

Célculo do a para j=1.

1 . . N\ 2
_ 0 0 i
M= ((a11xl1 + aj,xh) — d1)

Célculo do a para j = 2.

1 . . \ 2
0 0
X =~32 ((a21x‘1 + az,xh) — dlz)
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Passo 02:
Célculo do a;,:

Dexp(@)(d =)
;exp<m)(x:)2

Célculo do a4:
Y exp(e;)(abs —i) ¥

" Sexp(ct) )

a, =

Célculo do a,,:
Y exp(@,)(abxi —di)

lZexp(az)(x;)z

Célculo do a,;:
2 exp(a ) (aps —ds )

lZexp(az)(x;)z

Atualiza a matriz 4 e repetem-se os passos 01 e 02 até o algoritmo convergir

Gy, =

a =
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Capitulo 5

Conclusoes.

Esta tese apresentou um novo algoritmo que estende a aplicacéao de correntropia
para qualquer dimensao, em vez de comparar apenas duas variaveis escalares
como na definicdo original. Experimentos com regressao foram desenvolvidos

com bons resultados, em particular, na presenca de ruido impulsivo (outliers).

A extensao 01 estendeu o conceito da correntropia para retas definidas por
vetores de componentes idénticas e consiste no célculo de uma integral de linha
definida pelo vetor. No experimento computacional foi observado que a extensao
01 é menos sensivel ao parametro de ajuste do kernel suprindo uma deficiéncia
no algoritmo de estimacgao utilizando a correntropia convencional. Concluimos
também que a extensdo 01 corresponde a um estimador de varidncia minima
sendo caracterizado pela suavidade do EMQ e a robustez da correntropia a

ruidos impulsivos.

A Extensao 02 trata da qualquer combinacao de retas através da combinacéo de
hiperplanos e pode ser utilizada na analise de sistemas com multiplas entradas
e saidas idénticas. Na extensdo 03, podemos estender o conceito da
correntropia a planos ou hiperplanos ortogonais aos eixos. O uso da extensao
03 justifica-se por ser esta considerada uma técnica robusta ndo somente com

relacao aos outliers, mas a nao linearidade presente nos dados.

A extensdo 04 considera uma combinagdo de manifolds para produzir
hiperplanos que nao sao necessariamente ortogonais aos eixos coordenados, é
uma generalizacdo da extensdo 02 a hiperplanos, representado o caso mais
geral entre as extensdes propostas. Um exemplo de identificacdo de sistemas
MIMO foi apresentado. No experimento da aplicagdo MIMO, a correntropia em

um espaco de 4 dimensdes corresponde a probabilidade de que cada uma das
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duas entradas seja igual a sua saida correspondente. Além disso, a aplicacao
MIMO mostrou uma nova e interessante forma de visualizar a correntropia
multidimensional. Os estimadores para as probabilidades sdo todos baseados
na estimativa de Parzen da pdf conjunta dos dados, portanto um tamanho de
kernel sub-6timo deve ser estimado. Embora o exemplo MIMO tenho o mesmo
namero de entradas e saidas, a formulacdo pode ligar com dimensdes
arbitrarias. Isto exigiria uma solucdo semelhante a da extensdo 01, onde para

um sistema n x m devera integrar m + n dimensdes.

Algoritmos em ponto fixo bem como resultados foram apresentados para mostrar
o potencial em inumeras aplicagbes tais como: Filtragem adaptativa,
Identificacdo de sistemas, predicdo de séries temporais nao lineares,
classificacao de padroes, etc. Este trabalho motiva futuras pesquisas na analise
tedrica da demonstragdo na convergéncias dos algoritmos, bem como a

aplicacao das extensdes em diferentes problemas na Engenharia.
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Anexo A
Reproducing Kernel Hilbert Space - RKHS.

O RKHS foi utilizado Pela primeira vez no inicio do século 20 por S. Zaremba em
seu trabalho sobre fungdes harménicas e bi - harménicas. Em 1907, ele foi o
primeiro que introduziu, em um determinado caso, o kernel correspondente a
uma classe de funcdes, e declarou sua propriedade de reproducing kernel, mas

nao desenvolveu a teoria e nem nominou o kernel utilizado.

Em 1909, Mercer analisou as funcbes que satisfaziam as propriedades de
reproducing kernel na teoria de equacdes integrais desenvolvidas por Hilbert e
denominou essas funcdes de kernels positivos definidos. Ele demonstrou que
esses kernels positivos definidos possuem determinadas propriedades

interessantes em relacdo aos kernels continuos de equagdes integrais.

No entanto por um longo periodo esses resultados nao foram investigados, entao
a ideia de Reproducing Kernel Hilbert Space - RKHS surgiu na dissertacao de
trés matematicos em Berlin, Szegd (1921), Bergman (1922) e Bochner (1922).
Em particular, Bergman introduziu RKHS para a classe de fun¢des harmoénicas

e analiticas que ele denominou de funcdes kernel.

Em 1935, Moore examinou os kernels definidos positivo em sua analise geral

sob o nome de matriz Hermitiana positiva.

Mais tarde, a teoria de RKHS foi consolidada por Aronszajn em torno de 1948.
E, Na teoria de probabilidades, a teoria de kernels definidos positivos foi utilizado

por Kolmogorov, Parzen, dentre outros.

Aplicagbes do método RKHS em processos estocasticos de segunda ordem
foram dadas por Loéve (1948). O método RKHS foi utilizado com sucesso em
séries temporais, deteccgao, filtragem e problemas de predicdo. (Parzen, 1960,
1961 e Kailath, 1967).
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O RKHS pode ser utilizado em uma grande variedade de ajuste de curvas,

estimacao de funcdes, descricdo e construcdo de modelos.

A.1 - Definicao do Reproducing Kernel Hilbert Space - RKHS.

Um espaco de Hilbert H de fungées num conjunto X é denominado de Espaco

de Hilbert Reproduzido por Kernel — RKHS se for denotado pelo produto interno
(f,g) e llfll = (f,f)l/z for a norma em H para f e g € H. A funcao de valor

complexo k(y,x) de y e x em X é chamada de reproduzindo kernel de H se

atender as seguintes propriedades:

1. Paracadax, k,(y) = k(y,x) como uma fungdode y € H.

2. Paracadax € Xef € H,

fQ0) = A{f, kx)- (A1)

Ent&o aplicando (A.1) na fungéo k, em y, temos k,(y) = (k,,k,), para x,y €
X, e por (1), temos k(y,x) = (k4 k,), para x,y € X. Pelarelagdo acima, para

x € X obtemos ||k, = (ky, k)72 = k(x,x) 2.

Entao, H é dito um Espaco de Hilbert Reproduzido por Kernel e as propriedades

(1) e (2) sdo chamadas de propriedades de k(x,y) em H.

Teorema 3.1: Se um espaco de Hilbert H de fungdes num conjunto X admite um
reproduzindo kernel, entdo o reproduzindo kernel k(y,x) € unicamente

determinado pelo espaco de Hilbert H.

Demonstragdo: Seja k(y,x) um reproduzindo kernel de H. Suponha que existe
um outro kernel k(y, x) em H. Entéo, paratodo y € X, aplicando a propriedade

(2) para k e k, temos:

= (kx - Ex: kx) - (kx - Ex: kx)

= (kx - l}x)(x) - (kx - Ex)(x) =0
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Ent&o, podemos concluir que k, = k,, ou seja, k,(y) = k,(y),¥Vy € X. De modo

que k(x,y) = k(x,y),Vx,y €X.

Teorema 3.2: Para um espaco de Hilbert H de fungbes em X, existe um
reproduzindo kernel k para H se, e somente se, para cada x € X, a avaliacao do

funcional linear H> f ~ f(x) € um funcional linear limitado em H.

Demonstracdo: Suponha que k é um reproduzindo kernel de H. Pelas
propriedades (1) e (2) e a desigualdade de Schwarz para o produto interno, para

todo x € X, temos:

FOOl = K kel < IFNcll = NIk k) /2 = IIfllK (e, x) /2

de modo que, a avaliacdo em x é um funcional linear limitado em H [23].

Definicao 3.1: Seja H um espago de Hilbert de fungdes no conjunto X, e k(x,y)
um kernel em X, tal que K: X x X — C. Entdo a fungéo k(x,y) é dita positiva
definida se para um conjunto finito de pontos {x,, x,, ..., x,} € X e para qualquer

namero complexo correspondente, nem todos nulos {a,, a5, ..., a,} € C, temos:

n n

z Z a;@; k(x;, x;) > 0. (A.2)

i=1 j=1
E o kernel k(x,y) é dito positivo definido e é um reproduzindo kernel porque
(1)

atende as propriedades (1) e (2) [28].

A.2 — RKHS em Inferéncia Estatistica.

Parzen num tecnical report [27] publicado em 1959, apresentou uma importante
ferramenta para uso na representacdo de um processo estocastico com

momento de segunda ordem finito por meio do RKHS.

Primeiramente, vamos considerar um processo estocastico {X(t),t € T},
consistindo de variaveis aleatérias definidas no espago probabilidade (Q, F, P).
Se cada uma dessas variaveis aleatorias X(t) possui um momento finito de

segunda ordem, entdo:
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1E|X(t)|2=f I X(©)|?dP < oo,V t€eT (A.3)
0

onde {X(t),t € T} € denominado de fungdo aleatéria ou fungédo aleat6ria de
segunda ordem. Podemos estender este conceito para definir um espaco linear
L,(Q,F,P) como um conjunto de todas as variaveis aleatorias X(t) que

satisfazem a equagéao (A.3).

Podemos definir o produto interno entre duas variaveis aleatérias X € Y no
L,(Q, F,P) por:

(X,Y) = E = [XY] J [XY]dP. (A.4)
0

Entédo L,(Q,F,P) é um espaco produto interno. As demonstracdes podem ser
vistas em [25]. Por isso, o espaco produto interno L,(Q,F,P) de todos o0s
quadrados integraveis das variaveis aleatorias no espaco probabilidade (Q, F, P)
€ um espaco de Hilbert. Entdo para cada t € T, a variavel aleatéria X(t) pode

ser considerada como um ponto de dado no espaco de Hilbert L,(Q, F, P).
A.2.1 — Representacao de uma funcao aleatdria definida em um intervalo finito.

O método que iremos utilizar no estudo de fungdes aleatérias de segunda ordem
consiste em analisar varios espacos concretos de Hilbert que sao congruentes
ao espaco de Hilbert gerado pela funcao aleatéria.

Definicao 3.2: Um espaco de Hilbert é dito ser a representacao de uma funcao

aleatéria {X(t),t € T} se H é congruente a L,(X(t),t €T).

Uma das fundamentacdes tedricas na utilizagcdo da abordagem utilizando RKHS
no estudo de processos aleatérios de segunda ordem é que a fungcao covariancia
dos processos induz um RKHS e existe um isomorfismo isométrico (identificagéo
total entre dois espacos normados - congruentes) entre L,(X(t),t € T) e o RKHS

determinado pela sua funcéo de covariancia.

Definicao 3.3: Uma familia de vetores {X(t),t € T} no espaco de Hilbert H é dita
ser uma representacao de uma fungao aleatoria {X(t),t € T} se, para cada t;, t,

emT,
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(X(t1), X(t2)) = R(ty, t;) = E[X(t1), X(t2)] (A.5)
Iremos assumir que a funcao aleatéria X(t) é continua com média quadratica.
Sua fungéo covariancia R é entdo uma funcao continua, simétrica e ndo negativa
em T x T. Para tal funcao, existe uma expansao em série dada pelo teorema de
Mercer [29].

Teorema de Mercer: Suponha R(t;,t,) uma funcado continua, simétrica e nao
negativa em um intervalo fechado e finito T x T. Denotada por {1,k = 1,2, ...}
uma sequéncia de autovalores de R(t;,t,) ndo negativos e por {¢.(t), k =
1,2,...} uma sequéncia de autofuncdes normalizadas correspondente, ou seja,

para todo inteiro t; e t,,
f R(ty, t) i (t)dty = A@i(ty), ti,t,; €Ty (A.6)
T

J o O ;)dt = 6y (A.7)
T

onde &y ; é a fungéo delta de Kronecker, igual a 1 ou 0, de acordo com k = j ou

k +j.Entao

Rt t) = ) Apr(t)gu(t) (A8)
k=1

onde a série converge absolutamente e uniformemente em T x T. Comparando
as equacoes (A.8) e (A.5), pode-se perceber que da para obter um espaco de
Hilbert que € uma representacao de {X(t),t € T}. Seja H o espacgo de todas as
sequéncias de valores reais {a;, k = 1,2, ... } tal que

Z dea? < o (A.9)

k=1
O produto interno entre duas sequéncias

a={a,k=12..}e B={Bk=12,..}é definido como:

(a,B) = Z A @1 Br (A.10)
k=1

De (A.8) segue que paracadat € T, a sequéncia

88



o) ={pr,k=12,..} (A1)

Pertence a H. Além disso

R(ty, tz) = {(p(t1), @(t2)) (A.12)
comparando (A.5) com (A.12) podemos ver que o espaco de Hilbert L, (X (t),t €

T) é congruente ao espaco de Hilbert L, (¢(t),t € T). Assim através da definicao
de H obtivemos um RKHS de sequéncias, que é uma representacao da funcao
aleatéria {X(t),t € T} [27].

Podemos também definir uma fun¢cdo em T da seguinte forma

FO =) Mg (A13)
k=1
onde a sequéncia {ay, k = 1,2, ... } satisfaz a condicao (A.9).

Se H é um conjunto composto de fungdes f(-) que podem ser representadas na
forma (A.13) em termos das autofungoes {@,(t),k = 1,2,...} e dos autovalores
A,k =1,2,..} da funcdo covariancia R(t;,t,). E, se podemos definir um

produto interno de duas funcées em H como

(f,9) = Zlkakﬁk (A.14)
k=1

onde f, g sao da forma (A.13) e as sequéncias «; e B, satisfazem a condicao

(A.9). H possui duas importantes propriedades que o tornam um RKHS.
Primeiramente, seja R(t,, ) afuncdo em T com valor em t, igual a R(t,, t;), entdo
pelo teorema de Mercer a auto expansao para a funcao covariancia (A.8) é dada

por

R(t ) = D Aepi(t) i) (A15)
k=1

portanto, R(t;,-) € H para cadat € T. Segundo, para cada funcao f(-) € H da

forma dada por (A.13) e paracadat €T,
(FRED) = D depie(t)oilts) = £(© (A-16)
k=1
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pelo teorema de Moore — Aronszajn, H € um RKHS com R(t;,t,) como um

reproduzindo kernel, dai segue que

(R(t1,),R(t3,)) = Z @i (ED) @K (t2) = R(ty, t7) (A17)
k=1

assim, podemos concluir que H é uma representacao do processo estocastico
{X(t),t € T} com funcdo de covariancia R(t,,t,). Entdo vimos claramente duas

formas de se obter o mesmo resultado para a fun¢ao covariancia.

A abordagem do método RKHS em processamento estatistico de sinais foi
proposto por Parzen no final de 1950, que fornecia pela primeira vez uma
analogia utilizando analise funcional para processos estocasticos definidos por
momentos de segunda ordem (chamados de processos Gaussianos), porque
eles podem ser abordados por métodos puramente geométricos quando
estudados em termos de seus momentos de segunda ordem (funcao
covariancia). Embora envolvam variaveis aleatérias, alguns problemas de
processamento estatistico de sinais podem ser resolvidos algebricamente no
RKHS associado com suas funcdes de covaridncia com todas as vantagens
geométricas do produto interno definido em tais espagos.

A ideia principal € que existe um mapeamento isomorfo isométrico entre o
espaco de Hilbert de variaveis aleatérias gerado por um processo estocastico e

sua fungao de covariancia que determina um unico RKHS.

A.2.2 — Teoria de aprendizagem estatistica.

Outra abordagem € a utilizacdo do RKHS na teoria de aprendizagem estatistica
que explora maneiras de estimar uma dependéncia funcional em uma
determinada colecdo de dados. Ou seja, podemos utilizar como exemplo o
dispositivo apresentado na figura 01, em que temos um conjunto de dados
(variaveis aleatorias independentes e igualmente distribuidas) x com distribuicao
de probabilidade desconhecida p(x) na entrada, e um conjunto y de dados na
saida (variaveis aleatérias) para cada entrada x, de acordo com uma distribuicao
de probabilidade condicional desconhecida p(y|x), € um mecanismo de

aprendizagem que pode implementar um conjunto de fungdes f(x,w). O
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objetivo é encontrar a funcdo f(x,w) que minimize o funcional de custo na
situacao em que a funcao distribuicao de probabilidade conjunta € desconhecida
e somente possuimos as informacbes presentes nos dados de treinamento
D = {(x;,y)},. Uma forma de solucionar o problema ¢ a utilizagdo de um
funcional de risco ou medida de discrepancia L(y, f(x,w)) entre a saida y dada
a entrada x e a resposta f (x, w) do mecanismo de aprendizagem para selecionar
a melhor funcéo. Na teoria de aprendizagem estatistica, desenvolvida por Vapnik
e Chervoneskis em 1990, o funcional de risco é utilizado para procurar a melhor
funcdo baseado num parametro de regularizacao da fungéo custo desenvolvido
a partir de um espaco RKHS induzido por um kernel k(x,"). Schélkopf e Smola
em [27] mostraram que o RKHS desempenha um importante papel nos
algoritmos baseados em apredizagem por kernel.

A partir do teorema de Mercer [29] em que uma fungao kernel k(x, y) simétrica e
definida positiva pode ser escrita como o produto interno entre dois vetores num

espaco de caracteristica de alta dimensionalidade, ou seja:
K@Y = (@(0,200) = ) L 9e(¥) (A18)
k=1

entao os algoritmos de aprendizagem estatistica, utilizam o teorema de Mercer
para mapear os dados de entrada a um espaco de caracteristicas de alta
dimensionalidade (geralmente infinita). Este espaco de caracteristicas € um
RKHS, onde 0 mapeamento nao linear ¢ constitui a base. Entdo, os algoritmos
de aprendizagem podem ser implementados em termos de produto interno, pois
este mapeamento nao linear se torna bastante (til e interessante, uma vez que
podemos utilizar o fruque do kernel para calcular os produtos internos no espaco
de caracteristicas através das fungdes do kernel (Gaussianas, polinomiais,
multiquadraticas, etc.) sem a necessidade de conhecer este mapeamento.
Entao, a elegancia do método reside no fato de que o produto interno dos dados
transformados pode ser implicitamente calculado no RKHS, sem a necessidade

explicita de se conhecer o mapeamento néo linear.
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